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PREFACIO

El presente libro es la recopilacién de los apuntes de clase de la asignatu-
ra “Andlisis Matemdtico II” dictada por el profesor Mat. Andrés Merino en la
carrera de Matematica de la Escuela Politécnica Nacional, y recopilados por el
estudiante Andrés Miniguano, el cual cursé la asignatura en el semestre refe-
rencial 2014-B.

Esta asignatura aborda los temas de Espacios de Hilbert, Teoremas Clésicos
del Analisis y Calculo en Espacios de Banach.






FAscicuLO 1

ESPACIOS DE HILBERT

En este capitulo se estudiaran las propiedades de los espacios de Hilbert,
los cuales son espacios vectoriales completos dotados con una operacién lla-
mada producto interno. A lo largo de estos apuntes, los espacios vectoriales se
definen sobre un campo K, donde K puede referirse al conjunto de los ntiime-
ros reales R o de los ntimeros complejos C.

1.1. Espacios con producto interno

DEFINICION 1.1: Producto interno
Sea E un espacio vectorial real o complejo. Diremos que una funcion
():ExXE —K
(x,y) — {0 y)
es un producto interno (o producto escalar) sobre E si para todo x,y,z € E

se cumple que

L (x+y,z) = (x,2) + (y,2);

2. (ax,z) = a(x,z), para todo« € K;

(x
(ax
3. (v y) = (%)
-
-

x,x) >0;y

x,x) =0siysolosix =0.

A un espacio que cuenta con una funcién de este estilo, se lo conoce como
un espacio con producto interno o pre-Hilbert. Nétese que de la definicién, se
tiene que (x,0) = (0,x) = 0, para todo x € E.
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4 Espacios de Hilbert

OBSERVACION. Un espacio con producto interno es un espacio vectorial nor-
mado con la norma inducida

1
%[ = {x, x)2.
Esto viene dado gracias a los siguientes teoremas.

TEOREMA 1.1: Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sean E un espacio con producto interno y x,y € E. Entonces

[ )| < llxllyll-

Demostracion. Si y = 0, el resultado es inmediato. Supongamos que y # 0,
analicemos el caso real y complejo por separado.

e Caso real: definamos
f:R— R
> [x —ayl?,
se tiene que
0 < fla) = [lx —ay| = [|x[* — afx,y) — aly, x) + a*|ly[?
= [|x|* —2a(x,y) +a?[ly[?,

asi, se tiene que f es una funcién cuadratica que tiene maximo una raiz, por
lo tanto, su discriminante debe ser mayor o igual que 0, es decir

2
(20x,1))" < 4flx|[lyl?,
de donde,
[ )| < llxllyll-
e Caso complejo: definamos

f:C—C
@ — x —ayl?,

se tiene que

0< f(a) = llx = ayl = ||| = &(x,y) — o (%) — &[y]|?)
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(

Luego, tomando o = #’\)IC"’)’ se obtiene

T\ _ e )P
0§f<|y|2> == Ty

de donde, se deduce finalmente que |{x,y)| < ||x]/||y]- O

TEOREMA 1.2: Desigualdad Triangular

Sean E un espacio con producto interno y x,y € E. Entonces

[l +yll < llx]l + llyll-

Demostracion. Utilizando el resultado anterior se tiene que

Ix +ylI* = [(x +y,x +y)]
= [Ix]1? + v, x) + xy) + [y l1?

< [l + Ny 12 + Ky, 01 + [(x, )]
< [l + 2l Hlyll + llyI1?
= (llxll +llyl)?,

luego [|x +yl| < [|x[| + |yl 0

Con esto, se tiene que todos los resultados de espacios vectoriales norma-
dos y espacios métricos, se siguen cumpliendo en espacios con producto in-
terno. Ahora veamos algunos ejemplos de este tipo de espacios.

EjJEMPLO 1.1.

1. En R", para dos elementos x = (x1,X2,...,X,) VY = (Y1, Y2,---,Yn), S€
tiene el producto escalar usual

n
(xy) =) xiyi
i=1
n
con norma asociada ||x|* = ¥ x7.
i=1

2. En C", se tiene el andlogo al anterior, pero tomando conjugados en la



6 Espacios de Hilbert

segunda componente, es decir

n
XY) =Y X7
=

i=0

3. En 2(C) = {(xn)ne]N : Exﬁ < —l—oo}, con
<x1y> = <(xn)n€]N/ Yn ne]N> Z XnYn.-

4. En .%?*(a,b] = {f [4,b] = R: /ab |f(x)]2dx < +oo} = Cla, b], con

(f0) = [ g

Veamos ahora, una propiedad de la norma que se cumple en los espacios
con producto interno.

PRrROPOSICION 1.3 (Igualdad del paralelogramo). Sea E un espacio con
producto interno, para todo x, y € E se tiene que

e+ yl2 + e = yl12 =2 (%12 + lly?)

Demostracion. Sean x,y € E, se tiene que

lx+yl>+llx—yl* = (x+y,x+y) + (x—y,x—y)
=xx+y)+yx+y)+{xx—y)—({y,x—y)
= (x,x) +(x,y) + (v, x) + (¥, v)
+(x,x) = (0 y) = (v, x) + (v, y)

=2 (|lxI + Ily]?) O

Esta tltima proposiciéon nos ayuda a demostrar que no todo espacio nor-
mado proviene de un producto interno, observemos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2 (Espacio normado que no proviene de un producto interno). En
P(C)seanx = (1,1,0,0,...),y = (1,—1,0,0,...). Se tiene que

x| = lly||? = 2*7,
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ademas
lx+yll>P=4 vy |x—y|*=4

Por lo tanto,
2 (Ilxl? + ) = 2(2-27) = 4-22/7,

v+ w2 + v — g2 = 8.
Luego
I+ w2 + e = yl2 =2 (=2 + 1y1?),

solamente si p = 2. Es decir, si p # 2 entonces ¢#(C) no es un espacio con
producto interno.

DEFINICION 1.2: Espacio de Hilbert

Sea E un espacio con producto interno, si E, con la norma inducida, es un
espacio de Banach, entonces E se dice un espacio de Hilbert.

Es decir, un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno com-
pleto. Con esta definicién, se tiene que, todas la propiedades de espacios de
Banach también son aplicables a los espacios de Hilbert.

En el caso real, a los espacios con producto interno, se los suele llamar espa-
cios euclideos, esto es debido a que en estos espacios se puede realizar un tipo
de geometria. Para esto, se necesita la nocién de dngulo entre vectores, y mas
especifico, la nocién de perpendicularidad u ortogonalidad.

DEFINICION 1.3: Ortogonalidad

Sean E un espacio con producto interno y x,y € E. Si (x,y) = 0, se dice
que x y y son ortogonales; y se nota

x Ly.
Partiendo de esta definicién, se tiene el siguiente resultado que generaliza
el Teorema de Pitagoras.

PROPOSICION 1.4 (Teorema de Pitdgoras). Sean E un espacio con produc-
tointernoy x,y € E.



8 Espacios de Hilbert

a) SiK = R, se tiene que
x Ly siysolosi |x|?+|lyl* =[x+l
b) SiK = C, se tiene que

x Ly implica |[lx|*+[lyl* = I|lx +yII*.

Demostracién. Supongamos que x L y, es decir, (x,y) = (y,x) = 0, con esto, se
tiene que

lx +yl1? = (x +y, x +y) = (6,2 + (xy) + {yx) + (vy) = =0 + lyl1>

I?

Reciprocamente, para el caso K = R, si ||x|? + [[y[|> = ||x + y||?, se tiene

que
e+ g1 = 1l + Iy 17 + (2 ) + (v ) =[x+ yl1 + () + (v, %),

por lo tanto,
(xy)+ (v, x) =0,

dado que (x,y) = (y,x) = (y, x), se concluye que

2(x,y) =0,

es decir, x L y. O

Podemos ampliar la definicién de elementos ortogonales a un conjunto con
una cantidad arbitraria de elementos, con la siguiente definicién.

DEFINICION 1.4: Conjunto ortogonal

Sea E un espacio con producto interno y M C E \ {0}. Se dice que M es
ortogonal si para todo par de elementos x, y en M, tales que x # y, se
tiene que x L y.

EJEMPLO 1.3. En /2(C), se puede demostrar facilmente que el conjunto

M = {(0})nen : m € N},
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es ortogonal, con ¢ la funcién la delta de Kronecker, es decir,

1 sim=mn,

0 sim#n.

oy =

De aqui, se obtienen las siguientes propiedades.

PROPOSICION 1.5. Sean E un espacio con producto interno y M un con-
junto ortogonal, entonces M es linealmente independiente.

Demostracién. Sean {x1,...,x,} C My Aq,..., A, € K tal que
A1x1+~~~+Anxn =0.

Entonces, parai € [1,n]

n n
0= <xi,0) = <xi, ZAJJC]> = 2/\]-<xi,x]-) = /\i<xi,xi>.
J=1 j=1
Por lo tanto, A; = 0 para todo i € [1, #]. O

Otra propiedad importante que vale sefialar es que el vector cero es ortogo-
nal a todo el espacio, pero, ademas es el tinico vector con esta propiedad, esto
viene dado por la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.6. Sean E un espacio con producto interno y x € E tal
que (x,y) = 0, para todo y € E. Entonces x = 0.

Demostracién. En particular se tiene que x € E y por ende (x, x) = 0, de donde
x=0. O

COROLARIO 1.7. Sean E un espacio con producto interno y u, v € E tales
que (u,x) = (v, x) para todo x € E. Entonces u = v.

Este tltimo resultado se sigue inmediatamente de la proposicién anterior.
Por otro lado, se tiene que un producto escalar, siempre es una funcién conti-
nua, para lo cual se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz.



10 Espacios de Hilbert

TEOREMA 1.8

En un espacio con producto interno el producto interno es continuo. Es
decir, si x, — X, Yy» — Y, cuando n — +oo, entonces (Xn,yn) — (X,y),
cuandon — 4-oo.

Demostracion. Se tiene que

[, yn) — (0 y) | = (X, yn) — (s y) + (X, y) — (%, )|
< [(xnyn — )|+ [{xn — x, 1)
< [xallllyn —yll + l[xn — x[llyl]-

Como |[xnl[[lyn — yll + [[xn — x[l[[yll = [Ix[[ly =yl + [[x — x[|[[y[| = 0, cuando
n — 400, entonces

[ (xn, yn) — (x,y)| =0,
cuando n — +o00; es decir, (x,,y,) — (x,y), cuando n — +oo. O

Se puede ampliar la definicién de subespacio vectorial en espacios con pro-

ducto interno de la siguiente manera

DEFINICION 1.5

Sean E espacio con producto interno y F C E, subespacio vectorial. En-
tonces (-, -)p: F x F — K es un producto interno en F, por lo tanto a F se
lo denomina subespacio con producto interno de E.

Esta definicién también se la puede ver como una extension de subespacio
vectorial normado, por lo tanto, se siguen cumpliendo todas las propiedades
sobre estos, es decir, se tienen los siguientes resultados.

PROPOSICION 1.9.

1. Sea H un espacio de Hilbert y F C H un subespacio vectorial, en-
tonces F es cerrado si y solo si F es un espacio de Hilbert.

2. Sea H espacio con producto interno de dimensién finita, entonces H
es Hilbert.

La demostracion de esta proposicién es idéntica al caso de espacios nor-
mados. Por otro lado, se tienen las siguientes propiedades adicionales de la
continuidad.
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PROPOSICION 1.10. Sea E un espacio con producto interno.

1. Sean (x;,),eN una sucesiéon en E y y € E tal que x, L y para todo
nc€Nyx, = x,conx € E. Entonces x L v.

2. Sean (x,)eN una sucesion en Ey x € E tal que ||x,| — ||x]| y
(xy, x) — (x,x). Entonces x,, — x.

Demostracion.

1. Sabemos que x;, L y para todo n € IN. Entonces, ((x4,¥)),,cp s la suce-
sién contante 0, por lo tanto (x,,y) — 0. Por otro lado, por continuidad
de producto interno se tiene que (x,,y) — (x,y). Por lo tanto (x,y) = 0.

2. Se tiene que
loen = x[|? = [ln |2 = Corm, ) =, 20) + [| 2]
= [Jxll* = (x, %) — {x,x) + [l2[> = 0.

Por lo tanto, x,, — x. O

1.2. Complementos ortogonales y sumas directas

La primera parte de esta seccién, se basa en resolver el problema de exis-
tencia y unicidad de un elemento que minimice la distancia entre un conjunto
y un punto dado. Para esto, se necesitan ciertas restricciones sobre el conjunto,
una de ellas serd la convexidad.

DEFINICION 1.6: Conjunto convexo

Sea E un espacio vectorial normado, decimos que M es convexo si para
todox,y € M y todo a € [0,1] se tiene que x — a(x —y) € M.

Con esta definicidn, se tiene el siguiente resultado que indica la existencia
y unicidad del elemento buscado, al cual llamaremos proyeccion.

TEOREMA 1.11: Proyeccién sobre un convexo, cerrado y no vacio

Sean H un espacio con producto interno, M # & un convexo y completo.
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Entonces, dado x € H, existe un tinicoy € M tal que

6= inf |x—7| = ||lx—yl.
anf llx =7 = =~y

Demostracién. Sabemos que existe una sucesion (y,),en en M tal que ||x —
Yul|l = 6n — J. Con esto, demostraremos que (y»),eN es de Cauchy. Sea v, =
X — Yn. Se tiene que

1yn —yml® = lyn — x + x — ym|* = o0 — ou?
= —[|on + om||* + 2|0l + [|om]?)

= —|lvn + vm|I* +2(67 + 03,).-
Ademas

> 26

1 1
o0 +vmll = [lyn + ym +2x|| = 2 EW"’ SYm —Xx

pues %yn + %ym € M. Luego
lyn — ym|* < —46% +2(62 +6%) — —46* + 45> = 0.

Entonces (yn)nenN es de Cauchy. Como M es completo, existe y € M tal que
Yn =Y.

Por otro lado, ||x — y|| = J. En efecto, como y € M, entonces
ly — x|l = .

Pero

[y =l < llx = yull + llyn =yl

=0+ lyn — vl
—+04+0=27.
Por lo tanto, ||x — y|| = 4.
Finalmente, supongamos que existe 7 € M tal que ||i7 — x|| = J, utilizando

la igualdad del paralelogramo, se tiene que

17 =ylI? =11 —x) = (v =)

=2[|§ — x| +2lly — x> — lly +7 +2x|
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11 2
— 452 _ 02| Ry
=46 -2 2y+2y X
< 46% — 46 =0,
pues %y + %]7 € M. Por lo tanto, y = 7. O

En el teorema, a y se lo conoce como la proyeccién de x en M, se lo suele
notar por Pps(x). Si M es ademds un espacio vectorial, se tiene condiciones de
ortogonalidad.

LEMA 1.12. En el teorema anterior, si M es un subespacio vectorial, enton-
ces z = x — Y es ortogonal a M.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe y; € M tal
que (z,y1) = B # 0 de donde, se tiene que y; # 0.

Para o € C se tiene que

Iz = ayll? = 11zl = &z 1) — & ((y,2) — @Iy )
= |}zl — @ -« (B—llya[1?) .

tomando & = \<|yy 11;2 = Hyf 2 se tiene que

HZ _ B:B _ 52 |ﬁ‘ < 52‘

Iyl vl

Iz — ayl|* = |z

Por otro lado, se tiene que y; + ay; € M, por lo tanto
Iz —ayill = [lx —y1 —ay |l = [|(y1 +ay1) — x| = 9,
lo cual es contradictorio, entonces

z 1 M. (]

El objetivo de estos resultados es expresar un espacio de Hilbert como suma
directa, lo cual es particularmente simple utilizando el concepto de ortogona-
lidad, para esto, primero tenemos las siguientes definiciones.
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DEFINICION 1.7: Suma directa

Sea E un espacio vectorial, se dice que es suma directa de F y G y se nota

E=F&G,

si para todo x € E, existen tinicosy € F yz € G tales quex = y + z.

Recordemos que una condicién necesaria y suficiente para que E sea suma
directade Fy Gesque E=F+ Gy FNG = {0}.

DEFINICION 1.8: Complemento ortogonal

Sean E un espacio con producto interno y M C E. El complemento orto-
gonal de M se define por

Mt ={y € E:y L x paratodox € M}.

Con esto, se tiene los siguientes resultados.

PROPOSICION 1.13. Sean E un espacio con producto internoy M C E,
entonces

1. M* es un subespacio vectorial,

2. M* es un conjunto cerrado, y

3. MN Mt = {0}.

Demostracion.

1. Esclaroque 0 € M* pues0 L x paratodox € M. Ahora,seanx,y € M+,
«,p € Kyzc M, setiene que

(ax + By, z) = a(x,z) + B{y,z) = 0.

2. Sea (xy),eN una sucesién en M= tal que x, — x y z € M. Se tiene que
(xn,z) = 0 para todo n € IN, ademads

(xn,z) = (x,2),

por lo tanto, (x,z) = 0, es decir, x € M+,
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3. Sea x € M N M*, se tiene que x € M+ y x € M, por lo tanto, (x,z) = 0,
de donde, x = 0. O

OBSERVACION. En general se tienen las siguientes relaciones:
1L
MC (MY £ M,

pero |
UMLf)::ML

Con esto, se tiene el siguiente resultado que muestra que un espacio de
Hilbert siempre puede ser expresado como suma de un espacio cerrado y su
complemento ortogonal.

TEOREMA 1.14

Sean H un espacio de Hilbert y F C H subespacio vectorial cerrado. En-

tonces
H=F®F*..

Demostracion. F es completo, convexo y no vacio, por lo tanto, para x € H,
existe y € F tal que ||x —y|| = d(x,F). Ademds z = x —y € F. Luego x =
y+zcony € Fyz € F*;entonces H = F + F*. Ademas, FN F+ = {0}, por lo
tanto

H=FaF. O

Gracias a este resultado, se logra dar una caracterizacién sencilla de los
conjuntos densos de un espacio de Hilbert, para lo cual se tiene los siguientes
resultados.

LEMA 1.15. Sea H un espacio de Hilbert y F C H subespacio vectorial
cerrado. Entonces F-+ = F.

Demostracion. Sea x € F, se tiene que (x,y) = 0, para todo y € F*, es decir,
x e (FL)™.

Por otro lado, sea x € F1+ C H = F @ FL. Entonces x = y+zcony € F
yz€ FL. Luegoz=y—x € F+4, pues F C F++, dedondez € F1LNnFL 1o
cual implica que z = 0 y entonces x =y € F. O

Antes de continuar, recordemos la definicién de conjunto generado.
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DEFINICION 1.9

Sean E un espacio vectorial y M C E. Decimos que el conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas de M o el subespacio vectorial generado
por M es

(M) = span(M) = {Z a0y €K, S C Mfinito} .

veES

TEOREMA 1.16

Sean H un espacio de Hilbert y M C H no vacio. Entonces

span(M) = H siysolosi M = {0}.

Demostracion. Sea x € M+ C H = span(M). Al ser la clausura de span(M),
existe una sucesion (x;,),en en span(M) tal que x, — x.

Como x, € span(M), entonces x,, L x para todo n € IN. Luego (x,,x) =0
para todo n € IN 'y, por continuidad, (x, x) = 0. Entonces x = 0.

Reciprocamente, dado que span(M) = F es un subespacio vectorial cerra-
do, entonces H = F @ F+. Demostraremos que F = {0}.

Sean x € FX yy € M C F. Se tiene que (x,y) = 0, por tanto x € M+ = {0}
lo que es lo mismo que decir x = 0. Por lo tanto F- = {0}. Asi, se tiene que
H = F = span(M). 0

Como se mencion6 anteriormente, este resultado es 1til para demostrar la
densidad de conjuntos en espacios de Hilbert, como ilustra el siguiente ejem-

plo.

EJEMPLO 1.4. En (?(C), sea M = { (01"),cpy : m € N} con 67 la funcién la
delta de Kronecker.

Tenemos que, para (x,),en € M*ym € N, se tiene que

0= ((x¥n)nen, () pen ) = Y xndll =
nelN

Por lo tanto, (x),eN es la sucesion formada por ceros, es decir M+ = {0}. De
aqui, se concluye que H = span(M).
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1.2.1. Conjuntos totales

DEFINICION 1.10: Conjunto total

Sean E un espacio vectorial normado, M C E se dice que es un conjunto

total si
span(M) = E.

Si E es un espacio con producto interno y M C E es un conjunto ortogonal
y total, se dice que es un conjunto ortogonal total (o base ortogonal o base
de Hilbert).

OBSERVACION.

e Todo espacio de Hilbert no vacio tiene una base de Hilbert, esto se puede
demostrar a partir del Lema de Zorn.

o Todas las bases de Hilbert de un espacio de Hilbert tienen la misma car-
dinalidad. A esta se la llama la dimensién de Hilbert del espacio.

A partir de esta definicién, se toman los siguientes resultados sin demostra-

cion.

PROPOSICION 1.17. Sea H un Hilbert. H es separable si y solo si dimy (H) <
N, (es decir, tiene base de Hilbert numerable).

EJEMPLO 1.5. En el ejemplo anterior, el conjunto M = {(&}),cn : m € N}
cumple que |[M| = Xy. Y ademds span(M) = ¢?(C). Entonces ¢?(C) es separa-
ble.

DEFINICION 1.11

Sean H, H espacios con producto interno, T: H — H es un isomorfismo
de espacios con producto interno si T es lineal, biyectivo y para todo x,y €
H se tiene

(Tx, Ty) g = (x,¥)n.

PROPOSICION 1.18. Sean H y H espacios de Hilbert. Entonces H y H son
isomorfos si y solo si tienen la misma dimensién de Hilbert.
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1.3. Teorema de representacion de Riesz

En ocasiones, es de utilidad saber la forma que tienen los funcionales linea-
les de ciertos espacios; en el caso de espacios de Hilbert, esto resulta bastante
simple. Primero, observemos que podemos definir facilmente funcionales li-
neales en este tipo de espacios.

PROPOSICION 1.19. Sean H un espacio de Hilbert y z € H. Definimos

f-: H— K
x — fz(x) = (x,z).

Se tiene que
1. € H* = {f: H—K: f es lineal y acotado }.
f ()]

— sup LN _ |,
H x#0 ||JC||

2. ||£:|

Demostracion.

1. Se tiene que f; es lineal por la linealidad del producto interno en la pri-
mera componente. Ademads, se tiene que

()] = |[(x,2)| < llzll ]I,

Por lo tanto || fz|| g+ < ||z]|-

f@)] = [{z.2)] = |z]I> = |z]lllz]l. Por tanto || fz]|n- >
||z||. Con lo anterior se concluye que

2. Por otro lado,

1 f2ll e = =] O

OBSERVACION. Podemos definir

p: H — H*
x — p(x) = fr.

= ||x||, lo cual haria que p sea

Por el resultado anterior, es claro que ||o(x)|| .

una isometria (por ende, inyectiva). Ademds p es semilineal, es decir,

p(ax) =ap(x).
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El siguiente teorema, nos indica que los funcionales lineales de un espacio
de Hilbert son tnicamente de la forma dada en la proposicién anterior.
TEOREMA 1.20: Teorema de representacion de Riesz

Sean H un espacio de Hilbert y f € H*. Entonces existe un tinico z € H
tal que

f(x) = (x,2),

paratodox € H. Ademés ||f| g = ||z]|-

Demostracién. Vamos a dividir la demostracion en tres partes: existencia, uni-
cidad e igualdad de normas.

o Existencia: Si f = 0, tomamos z = 0 y se tiene el resultado. Si f # 0, supon-
gamos que ya tuviésemos el z buscado. En dicho caso

ker(f) ={x € H: f(x) =0} = {x € H: (x,z) = 0} = {z}},

es decir, el z buscado es un elemento de ker(f)~. Teniendo esto en mente,
procedamos a buscar este z. Sabemos que ker(f) es cerrado, entonces

H = ker(f) @ ker(f)*.

Sea zg € ker(f)*, como ker(f) # E, se puede tomar zg # 0. Para x € H,
definamos

u = f(x)z0 - f(z0)x,
se tiene que

f(u) = f(x)f(z0) = f(z0) f(x) =0,

es decir, u € ker(f), por lo tanto, es ortogonal a z(, de donde

0= <M,Z()>
= (f(x)z0 — f(20)x, 20)
= f(x)(z0,20) — f(20){x, 20),
por lo tanto,
_ [, f=)
flx) = <x, |ZTO|ZZO> .
f(z0)

Asi, tomando z = zp, se cumple que f(x) = (x,z), para todo x € H.

|zol?
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e Unicidad: Supongamos que existe Z € H tal que para todo x € H

(x,2) = f(x) = (x,2).
Luego z = Z.
e Norma: Anélogo a la proposicion anterior, se tiene que || f| g+ = ||z||- O
De esta manera, se facilita bastante el estudio de los funcionales lineales,
en particular, el estudio del espacio dual y bidual de un espacio de Hilbert,

obteniendo el hecho que un espacio de Hilbert es siempre reflexivo. Para esto,

recordemos la siguiente definicién.

DEFINICION 1.12: Espacio reflexivo
Sea E un espacio vectorial normado, se dice reflexivo si

¢: E — E**
x — ¢(x),

donde
p(x): E* — K

[ 9(X)(f) = f(x),

es un isomorfismo.

Recordemos la funcién p: H — H* definida en la pdgina anterior. Gracias al
Teorema de Representacion de Riesz, esta funcién es sobreyectiva, es decir, es
casi un isomorfismo entre un espacio de Hilber y su dual (en el caso que el cual
se trabaje con el campo de los nliimeros reales, en efecto es un isomorfismo).
Estonos lleva a la idea de generar una funcién andloga entre el dual y el bidual.
Para esto se necesitaria que el dual también sea un espacio de Hilbert, es decir,
también su norma sea inducida por un producto interno. Esto se tiene gracias
a la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.21. Sea H un espacio de Hilbert, la funcién

(,)g+: H* x H* — K
(f,8) — {f &u = (vu),

donde p(u) = fy p(v) = g es un producto interno en H*. Ademas, este
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producto induce la norma habitual del espacio, es decir, para f € H*

(<f'f>H*)l/2 = || flla =sup |JTI(JCXH)|

x#0

Demostracion. Paratodo f,g,h € H* y a € K, tenemos que
o (af +g h)i; = (w,au+v) =a(w,u) + (w,0) = a{f,h)g+ + (g, ") 1=
o (f,8) =(vu) = (u,0) = (g fly: -

o (f, flme = (wu)=|lul>>0

o (f,f)ur = (u,u) = 0siysolosiu=0,locual es equivalente a f = p(0)
y

(p(0),8) = (v,0) =0,
para todo g € H*. Luego p(0)(y) = (y,0) = 0. Por tanto f = 0.

Por dltimo, veamos que
FOEE = Ifla = up f ()]

Tenemos directamente que

0= ) = Jull = [If 11

Entonces H* es Hilbert. O

TEOREMA 1.22

Si H es un espacio de Hilbert, entonces es reflexivo.

Demostracion. Gracias a que H es un espacio de Hilbert, por el Teorema de
Representacién de Riesz se tiene que la funcién

p: H— H*
x — p(x),
donde
p(x): H — K

y — p(x)(y) = (y,x),

es una funcién semilineal, biyectiva e isométrica.
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Por otro lado, ya que H* es un espacio con producto interno, y ademas com-
pleto, se tiene que es un espacio de Hilbert, y de igual forma que lo anterior, la
funcién

p: H* — H**
fo—=0(f),
donde
p(f): H* — K
y — Q)= (s f)

es una funcién semilineal, biyectiva e isométrica. Por lo tanto, g o p es una
funcién lineal, biyectiva e isométrica, es decir, un isomorfismo entre H y su
bidual. Por otro lado,

((Bop)) () = (p(p(x)) () = (f,p(x)) .

Sea u € H el elemento tal que p(u) = f, se tiene que

((pop)(x))(f) = (p(u),p(x)) . = (x,u) = f(x),

es decir g o p = ¢. Por lo tanto H es reflexivo. O

1.4. Tépicos adicionales

1.4.1. Propiedades de la Proyeccién

Para esto, serd preciso extender el resultado del Teorema de la proyeccién
sobre un convexo, cerrado y no vacio. En lo que sigue de la seccién, H repre-
sentard un espacio de Hilbert y K un subconjunto convexo, cerrado y no vacio,
por lo tanto, para x € H, el teorema antes mencionado, garantiza la existen-
cia de un dnico elemento en K que minimiza la distancia entre x y K, a este
elemento se lo notaré por Pg(x). Con esto, se tiene las siguiente propiedades.

PROPOSICION 1.23. Sean H un espacio de Hilbert sobre R, K C H conve-
x0, cerrado y no vacio, entonces, para cada x € H se tiene y = Px(x) siy
solosiy € Ky para todo u € K se cumple

(x—y,u—y) <0.

Demostracién. Sean x € H, u € Kyt € [0,1]. Supongamos que y = Px(x),
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entonces v = (1 — f)y + tu € K, y por la minimalidad de y tenemos
2
lx =2 < lx = ol2 = x = (1 = )y + tu) |

=[x —y) —tu—y)|’
=[x —yll> —2t(x —y,u —y) + [|u — y|%,

de donde, 2{x — y,u — y) < t||u — y||>. Haciendo tender ¢ hacia 0, se sigue que

(x—y,u—y) <O0.
Reciprocamente, supongamos que y € Ky para todo u € K se cumple

(x—yu-y) <0

entonces, siu € K,

lu = x|> = 1l(u=y) = (x =P = lu—yl* = 2(x —y,u—y) + |x —y|?,
con lo cual
lx = ylI? = flu = x[* = 2(x = y,u —y) — lly —ul* <0,
de donde, ||x —y|| < |ju — x|| y dado que y € K, se sigue que

— = i — . I:‘
lx = yll = min [|u — x|

PROPOSICION 1.24. Sea H un espacio de Hilbert sobre R y K C H un
subconjunto convexo, cerrado y no vacio, entonces para cada x,y € H se
verifica

[Pk (x) = Px(y) | < llx = yll.

Demostracién. Dado que Px(x) y Px(y) son elementos de K, por la proposicién

anterior se tiene que

(x — Px(x), Px(y) = Px(x)) <0 'y (y—Px(y), Px(x) — Px(x)) <O0.

Sumando estas desigualdades, se obtiene que

((x —y) = (Px(x) — Px(y)), Px(y) — Px(x)) <0,
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de donde
IPc(y) — Pe(x)||* < (y — x, P(y) — Px(x)),

y por Cauchy Swartz, se obtiene finalmente que

1P (y) = Px(x)||* < lly = x|| P () — Pk (x)

7

que equivale a
[[P(x) = Pe(y)]| < llx = ll- -

Estas ultimas propiedades nos dan una caracterizacién de la proyeccion y
nos sefialan que la proyeccién no incrementa distancias.
1.4.2. Formas Bilineales y Sesquilineales

Ahora, se presentan algunas definiciones necesarias para la demostracion
del Teorema de Stampacchia.

DEFINICION 1.13: Formas sesquilineales y bilineales

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K y h: E x F — K una funcion.
Se dice que h es una forma sesquilineal si para todo x,y € E, todou,v € F
y todo a € K se tiene

e linealidad en la primera componente, es decir
h(x+y,u) =h(x,u)+h(y,u) y  h(ax,u) = ah(x,u),
e semilinealidad en la segunda componente, es decir
h(x,u+v)=h(x,u)+h(x,v) vy  h(x,au)==ah(x,u)

Si, en cambio, se tiene linealidad en ambas componentes, se dice que h
es una forma bilineal.

Siademds E = F, h es una forma sesquilineal, y para todo x,y € E se tiene

h(x,y) = h(y,x),

se dice que & es una forma hermitiana, y si

h(x,y) = h(y, x),
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se dice que & es una forma simétrica.

DEFINICION 1.14: Formas defindas positivas

Una forma hermitiana h sobre un espacio vectorial E se dice

e semidefinida positiva si para todo x € E se tiene h(x,x) > 0,

e definida positiva si para todo x € E \ {0} se tiene h(x,x) > 0.

A raiz de esto, es claro que una funcién h: E x E — C define un producto
escalar si y sélo si es una forma sesquilineal hermitiana definida positiva.

DEFINICION 1.15: Formas acotadas y coersivas

Sean Eq y E; espacios vectoriales normados, una forma sesquilineal h so-
bre E se dice

e acotada, si existe M > 0 tal que para todo x € E1,y € E; se tiene

|h(x,y)| < Mlx]l1]lyll2,

e coerciva, si E; = E; y existe L > 0 tal que para todo x € E; se tiene

h(x,x) 2 L||x|%

Gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz es facil notar que todo pro-
ducto interior es una forma sesquilineal acotada, y ademds es coerciva, pues
(x,x) = ||x||%. Por otro lado, es claro que si una forma sesquilineal es coerciva,
entonces es definida positiva.

Consideremos E; y Ej espacios vectoriales y & una forma sesquilineal aco-
tada sobre E X F, esto significa que el conjunto de los ntimeros de la forma

|h(x,y)]
x /1 llyll2’

conx € E; \ {0} y € E; . {0}, es un conjunto acotado y por lo tanto tiene
supremo, eso nos permite definir el numero |||, al que llamaremos norma de
h, del siguiente modo

I h(x,y)

su _—
certio) Talnliyllz
yeEx~{0}



26 Espacios de Hilbert

O, de manera analoga, podemos obtener la siguiente férmula:

1]l = sup [h(x,y)].
[[x[l=1
lyll=1
Ademds se verifica que |h(x,y)| < ||||||x||1]ly||2- Esto sera atil en lo posterior.
Por otro lado, es facil ver, y se lo deja como ejercicio, que una forma hermitiana
coerciva define un producto escalar sobre el espacio. Finalmente, si se exige
acotacion, se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.25.Sea (H, (-,-)) un espacio con producto interno y &
una forma hermitiana acotada y coerciva sobre H. Las normas

lxll = (x, )",

paratodox € Hy
lxlln = h(x,2)"%,

para todo x € H, son equivalentes. Por lo tanto, si (H, (-, >) es de Hilbert,
entonces (H, h) también es de Hilbert.

Demostracion. Por la acotacién y coercividad de h, existen constantes L, M > 0
tales que para todo x,y € H se tiene

hCe )l < Mixlliylly k(x> Ll
En particular, para cada x € H tenemos que
Lljx[* < h(x,x) < M||x]?%,

de donde
VL||x|| < |lx[|; < VM| x|,

es decir, estas normas son equivalentes. Por otro lado, sabemos que normas
equivalentes preservan la completitud del espacio, por lo tanto (H,h) es de
Hilbert. O

1.4.3. Segunda forma del Teorema de Representacién de Riesz

Aqui, extenderemos el resultado del Teorema de Representacién de Riesz
para formas sesquilineales.
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TEOREMA 1.26: Segundo Teorema de Representacion de Riesz

Sean H; y Hj espacios de Hilbert y h una forma sesquilineal acotada sobre
H; x Hj. Existe un tnico operador lineal S: Hy — H; tal que

h(x,y) = (S(x),y)

paratodox € Hy yy € Hp; ademds

11l = [Is1]-

Demostracion. Para x € Hy, definamos el operador
fx: H, — K
y — fx(y) = h(x,y).

Puesto que & es sesquilineal, se tiene que f es lineal, ademas,

|fxW)| = [h(x, )| = [h(x,y)| < (MlIx][1) [lyll2,

es decir, fy es acotado.

Con esto, como f € HJ, utilizando el Teorema de Representacién de Riesz,
existe un tinico z € H; tal que

fx(y) = {y,2)2

Puesto que z estd relacionado con x y es el tnico que guarda esta relacién, se
puede definir
S:Hy — H»
x — S(x),

donde S(x) es tal que

por lo tanto

h(x,y) = (S(x),y),

Por otro lado, S es lineal, pues sean u,v € Hy y a, € K, se tiene que, para
y € H

(S(au+po),y), = h(au+ po,y)
= ah(u,y) + Bh(v,y)
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=a(S(u),y), + B(5(v),y),
= (aS(u) + BS(v), y),-

Como esto se cumple para todo y € Hy, se tiene que S(au + pv) = aS(u) +
BS(v). Es decir, S es lineal.

Ademas, se tiene que

(Isel,)” = |(5(x), 50| = 1, $(x))| < Milxlh | 5x)

2/
de donde, si S(x) # 0, se tiene que
1Sl < Mllx]la-

Dado que esta ultima desigualdad se sigue cumpliendo si S(x) = 0, se tiene
que S es acotado.

Finalmente, para probar la unicidad, supongamos que T: H; — Hj es un
operador que también verifica h(x,y) = (T(x),y), entonces

(S(x),y) = (T(x),y)

para todo x € Hy y y € Hy, esto significa que S(x) = T(x) para todo x € Hy,
dedonde S =T. O

1.4.4. Teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram

A continuacién daremos la los Teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram,
los cuales son resultados importantes que se tiene de los espacios de Hilbert,
estos tienen especial aplicaciéon en las Ecuaciones en Derivadas Parciales al
momento de demostrar existencia y unicidad de soluciones para cierto tipo de

ecuaciones.

TEOREMA 1.27: Teorema de Stampacchia

Sean H un espacio de Hilbert sobre R; K C H un cerrado, convexo y no
vacio; y h una forma bilineal acotada y coerciva sobre H. Entonces, para
todo f € H* existe un tinicoy € K tal que

h(y,x—y) > f(x —y),

para todo x € K. Ademads, si h es simétrica, el elemento y estd caracteriza-
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do por la propiedad

vek v ghluy) - ) =min{ 30 - fn }.

xekK

Demostracion. Por el Teorema de Representacion de Riesz, existe un tinico z €
H tal que

flu) = (u,2) = (z,u),

para todo u € H. Por otro lado, puesto que  es bilineal y acotada, por el
Segundo Teorema de Representacién de Riesz, existe un tinico operador lineal
S: H — H tal que

h(u,v) = (S(u),v),

para todo v € H. Ademds, por la continuidad de S, existe M > 0 tal quedar
IS < Mull,
para todo u € H;y por la coercividad de £, existe L > 0 tal que
(S(u),u) = h(u,u) = Liju]®,

paratodou € H.

Con estas consideraciones, nuestro problema se transforma en encontrar
y € K tal que

(S),x—y) = (zx—y),
para todo x € K. Sean & > 0 una constante a determinar y u,v € H, se tienen
las siguientes equivalencias:
(S(u),v—u) > (z,v—u) < (z,v—u) — (S(u),v —u) <0
> (z—S(u),v—u) <0
— a(z—S(u),v—u) <0
— (az—aS(u),v—u) <0

= <(0cz—0c5(u) + 1) —u,v—u> <0.
Es decir, nuestro problema equivale a encontrar y € K tal que

<(“Z—“5(y)+y) —y,x—y> <0

para todo x € K. Por la Proposicién 1.23, esto equivale a encontrar y € H tal
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que
y = Px(az —aS(y) +y).

Si definimos ¢: H — H por ¢(u) = Px(az — aS(u) + u), nuestro problema se
traduce a encontrar y € H tal que y = ¢(y), es decir, encontrar un punto fijo
de ¢.

Dado que H es un espacio completo, gracias al Teorema del Punto Fijo de
Banach, podemos garantizar la existencia de un punto fijo de ¢ en el caso que
¢ sea una contraccién. Por lo tanto, buscaremos un « adecuado para que esto
se dé.

Dado que la proyeccién no incrementa distancias, se tiene que

lp(u) — p(v)]| = HPK(IXZ —aS(u) +u) — Pg(az — aS(v) +U)H
< |jaz — aS(u) +u — az — aS(v) + 0|
= ||(u—v) —aS(u—0)|.

Recordando las propiedades que observamos del operador S, se tiene que

2 2
[¢() =9(0)||” < [|(u —0) —aS(u —0)|
= |lu— o[> — 2a(S(u—v),u — ) + a*||S(u — v)H2
< flu = o]]2 = 2aL u — v]]2 + 22 M| — o]
= ||lu —2|*(1 — 2aL + a>M?).
Tomando « de tal forma que 0 < a < é—"z‘ se obtiene que ¢ es una contraccion,

por lo tanto, admite un tnico punto fijo, es decir, existe un tnico y € H tal que
y = ¢(y), o cual, como vimos, equivale a que existe un tnico y € K tal que

h(y,x—y) > f(x—y),

para todo x € K.

Supongamos ahora que / es simérica. Entonces, por la Proposicién 1.25,
la norma || - ||, definida por &, es equivalente a || - ||; ademds, (H, h) también
es Hilbert. Aplicando el Teorema de Representacion de Riesz, existe un tnico
w € H tal que

f(u) =h(u,w) = h(w,u)

para todo u € H. Por lo tanto, y cumple que

h(y,x —y) > h(w,x —y),
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para todo x € K, es decir,
h(w—y,x—y) <0,

para todo x € K, pero, por la Proposicion 1.23, esto equivale a que y = Px(w)
con la norma || - ||j,, es decir, y es tal que

lev = ylly = min fjw — x[|,
pero esto equivale a
h(w,w) —2h(w,y) + h(y,y) = min {h(w,w) — 2h(w,x) + h(x,x)},
xXe

puesto que h(w, w) es constante y f(u) = h(w, u) para todo u € H, esto tltimo

equivale a
1 1
3) = ) = min { 3hx, ) £},
es decir, y es tal que

h(y,x—y) > f(x —y),

para todo x € K siy solo si

xeK

veK y  3hluy) ) =min{ jiten) — 1)},

con lo cual completamos la demostracién. O

Al considerar el caso K = H, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.28: Teorema de Lax-Milgram

Sean H un espacio de Hilbert sobre R y h una forma bilineal acotada y
coerciva sobre H. Entonces, para todo f € H* existe un tinicoy € H tal
que

h(y, x) = f(x),

para todo x € H. Ademads, si h es simétrica, el elemento y estd caracteriza-
do por la propiedad

vek y ghluy) - ) =min{ 30 - f }.

xeK

Demostracion. Como H es convexo, cerrado y no vacio, por el teorema anterior,
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existe un tinico y € H tal que

h(y,u—y) > fu—y),

paratodou € H.Sea x € H, se tiene que

Wy, (x+y)—y) > f((x+y)—y) vy Iy (=x+y)—y) > f((—x+y) —y),
es decir,
h(y,x) > f(x) 'y —hyx)>—f(x),

por lo tanto, i(y, x) = f(x). La segunda parte del resultado se la tiene directa-

mente del teorema anterior. O
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1.5.

1.

10.

Ejercicios propuestos

Identidad de la polarizacién. Sea E un espacio con producto interno com-
plejo, para x,y € E, demostrar que

1
R(x,y) = 7 (lx+ylI? = llx = yl?),

1 . )
S(x,y) = g (lx + iyl = [lx = iy|]?).

. Sean E un espacio con producto interno complejo, T: E — E una funcién

lineal y acotada tal que (Tu, u) = 0 para todo u € E. Entonces T = 0.

. Demostrar que el espacio vectorial E de todas las funciones continuas de

una variable real en [—1,1] es la suma directa del conjunto de todas las
funciones pares con el de las funciones impares en [—1,1].

. Sean E un espacio con producto interno, M total en E. Si (y, x) = (v, x),

para todo x € M, demostrar que u = v.

Sean H un espacio de Hilbert y M C H. Supongamos que parav,w € H
arbitrarios se cumple que

(v,x) =(w,x) VxeM
implica v = w. Demostrar que M es total en H.

Sean E un espacio vectorial normado, M C E. Definimos el aniquilador de
M por
M*={feE*: f(x) =0, Vx € M}.

Demostrar que M*? es subespacio vectorial cerrado de E*.

Sean H un espacio de Hilbert, p: H — H* el isomorfismo dado por el
Teorema de Representacién de Riesz, M C H. Entonces p (ML) = M*“.

Sea E un espacio normado, demostrar que una forma hermitiana coerciva
define un producto escalar sobre E.

Demostrar que C[0,1] con la norma |[|x|| = méx,c[g) |x(f)| no proviene
de un producto escalar.

Sea E un e.v. de dimensién finita. Demostrar que se puede definir un
producto interno en este espacio.
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11. Sean H un Hilbert, M C H \ @ convexo y (xn)neN una sucesion en M
tal que ||x,|| — d cond = in]f/I ||x||. Mostrar que (x,),eN converge en H.
x€

12. Sean H un Hilbert y M C H \ @. Demostrar que M~ es el subespacio
cerrado mds pequefio que contiene a M.

13. Sean S = {e; };c[1,,] un conjunto ortonormal e y € span(S).

n
a) Calcular a; dey = Z w;e;.
i=1

b) Calcular ||y||.

¢) Supongamos que estamos trabajando en E que es un espacio con
producto interno. Sea x € E, definamos y = ) (x,¢;)e;, six = y+z
demostrar que y L z.

d) Determine la desigualdad de Bessel y la igualdad de Parseval.

1.6. Ejercicios resueltos

EJERCICIO 1.1. Demostrar que en un espacio con producto escalar, x L y
siy solosi ||x 4+ ay| > ||x|| para todo « € K.

Demostracion. Supongamos que x L 1, sea a € K, se tiene que
e+ ay[? = [lx]1? + aly, x) + &(x, ) + oy ]I,
puesto que (x,y) = 0, se tiene

I+ ay|? = [l + Iy,

y dado que |a|?||y||> > 0, se concluye que ||x + ay|| > | x]|.

Por otro lado, supongamos que ||x + ay|| > ||x|| paratodoa € K.Siy =0,
se cumple directamente que x L y. Siy # 0, nétese que

[x]* < [lx +ay||® = [|x]|* + aly, x) + &((x, y) + a|ly[]*),
(x,y)

lyl12

para todo & € K. Ahora, dado que |ly|| # 0, tomando « = — , se tiene

que

[y, 0|

[ < [lx 1% —
lyll>
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por lo tanto, |(y, x)| <0, de donde, (y, x) = 0, es decir, x L y. O

EJERCICIO 1.2. Sean M, N subespacios de un espacio de Hilbert H tales
que H = M @ N. ;Es cierto que N = M1? (Demostrar o dar un contra
ejemplo).

Solucién. No es cierto, por ejemplo, sea H = R? con el producto usual (con
el cual, dado que tiene dimensién finita, es completo, por lo tanto Hilbert),
M = span ((1,0)),y N = span ((1,1)). Se tiene que N # M=, pues

((1,0),(1,1)) =1 #0,

ademads, para (x,y) € R2,

(v y) =y(1L,1) + (x —y)(1,0),

y MNN = {0}, es decir, H= M & N. O

EJERCICIO 1.3. Sea M un conjunto convexo cerrado no vacio en un espa-
cio de Hilbert H. Demostrar que en M existe un tinico elemento de norma
minima.

Demostracion. Dado que M C H, es un cerrado, se tiene que es completo, por lo
tanto, utilizando el Teorema de Proyeccién sobre un cerrado convexo no vacio,
se tiene que para x = 0 € H, existe un tnico y € M tal que

x —vy|| = inf ||x — 1,
[x =yl ?GMH yll

es decir,
= inf ||v]|,
Iyl geMHyH

por lo tanto, existe un tnico elemento en M de norma minima. O

EJERCICIO 1.4. Sea (M;), o una sucesién de conjuntos convexos, cerra-
dos, acotados, no vacios, encajados en un espacio de Hilbert H. Demostrar
que (My), o posee interseccion no vacia. (Sugerencia: Construir una sucesion

adecuada, suponer que no es de Cauchy y utilizando la identidad del paralelogramo, obte-

ner una contradiccion).
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Demostracion. Se tiene que, para cada M;,, existe x, € M, tal que minimiza la
norma en M,,. Con esto, se tiene la sucesién (x,,), . que es tal que

n = _Inf [x]| = [|xn]].
My

Dado que los conjuntos son encajados y acotados, (J,),cp €S creciente y aco-
tadaen IR, por lo tanto, converge, digamos a ¢.

Supongamos que la sucesién (xy ), no es de Cauchy, por lo tanto, existe
€ > 0 tal que para todo N € IN, existen n,m > N que cumplen

|xn — xm|| > €.

Con esto, utilizando la identidad del paralelogramo, se tiene que

2 2 2
€ 1 X + ||x 1
Z < ZHxn_meZ: H mH 5 H "H _ZHx”—'—mez'
es decir )
LSRR [m|® + lxal* €
27 T 2 4"

Sin pérdida de generalidad, supongamos que m > n, entonces M,;; C M,,
por lo tanto x,, x,, € My, y, dado que M,, es convexo, %xn + %xm € My, por lo
tanto,

Toméndo el limite cuando m,n — oo, se tiene que

2
2 52 &
6 <6 T

lo cual es imposible, por lo tanto, la sucesién es de Cauchy, y dado que el
espacio es completo, converge a un elemento x € H.

Para k € N, la sucesién (x,4x),cn €S una sucesion de elementos de My
convergente a x; al ser M, se tiene que x € M. Por lo tanto,

X € ﬂ M,,. O
nelN

EJERCICIO 1.5. Sean M un subconjunto de un espacio de Hilbert H y
u,v € H. Suponga que (u,x) = (v, x) para todo x € M implica u = v.
Demostrar que M es total en H.
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Demostracion. Sea x € M, se tiene que (x,y) = 0 para todo y € M, por otro
lado, (0,y) = 0 para todo y € M, por lo tanto,

(x,y) =1(0,y),

para todo y € M, por lo tanto, x = 0, es decir M+ C {0}. Como M~ es un
sub-espacio vectorial, se tiene que M+ = {0}. De aqui, se tiene que M es un
conjunto total en H. O

EJERCICIO 1.6. Sean H;, H; espacios de Hilbert y
h: H x Hy = K,
una aplicacién sesquilineal para la cual existe M > 0 tal que
[h(x,y)| < Mllx[allylla,
paratodo x € Hy y y € Hp. Demostrar que existe
S:Hy — Hp
un operador lineal y acotado tal que
h(x,y) = (S(x), 9)2,

para todo x € Hy yy € Hp, ademas, |h(x,y)| < ||S|||lx]]1]|y|l2- (Sugerencia:

Construir un operador lineal adecuado y utilizar el Teorema de Representacién de Riesz).

Demostracion. La demostracién de este resultado es la primera parte de la se-
gunda forma del Teorema de Representacion de Riesz (Teorema 1.26). O






NOTACION

Simbolo

AC
ANB
EX

E*

L(E,F)

int(X)

B(x,r)
B(r)
span(M)

dom(f)
img(f)
graf(T)

TTl
(Xn)neN
Xy — X

Descripcion

Complemento del conjunto A.

Diferencia entre el conjunto A y el conjunto B.

Conjunto de operadores lineales de E en si mismo. Dual alge-
braico.

Espacio de todos los operadores lineales y continuos de E en si
mismo. Dual topolégico.

Espacio de todos los operadores lineales y continuos de E en F.
Proyeccién del espacio vectorial complejo, E, visto como un es-
pacio vectorial real.

Interior del espacio topolégico X.

Clausura del espacio topolégico X.

Bola de centro x y radio 7.

Bola de centro 0 y radio r.

Conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de
M.

Dominio de la funcién f.

Imagen de la funcién f.

Grafo de la aplicacién lineal T.

Intervalo de ntimeros enteros entre m y n.

Segmento cerrado entre a y b.

Segmento abierto entre a y b.

Producto interno entre x y v.

Norma del vector x.

x es ortogonal a y.

Complemento ortogonal de M.

Operador adjunto de A en un espacio de Hilbert.

Operador adjunto de A en un espacio de Banach.
Composicién del operador T consigo mismo 1 veces.

Sucesién de elementos en el espacio métrico X.

La sucesion (x;),en converge a x cuando n tiende a +co.

39
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Simbolo Descripcién
limx, = x El limite de la sucesion (x,),eN, cuando 7 tiende a 400, es x.
Tx Imagen de x bajo el operador lineal T.
C(Q) Espacio de funciones continuas definidas sobre el conjunto ().
4(e) Espacio de funciones con una derivada continua definidas so-
bre Q) C R.
LPla,b] Completacién del espacio Cla, b] con la norma
1/
ul| = (fﬂhu(x)” dx) !, paral < p < +oo.
0P (K) Espacio de sucesiones de elementos en K con la norma

1/
[ul| = (ZL"S uf’) ' paral < p < +oo.
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