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PREFACIO

El presente libro es la recopilación de los apuntes de clase de la asignatu-
ra “Análisis Matemático II” dictada por el profesor Mat. Andrés Merino en la
carrera de Matemática de la Escuela Politécnica Nacional, y recopilados por el
estudiante Andrés Miniguano, el cual cursó la asignatura en el semestre refe-
rencial 2014-B.

Esta asignatura aborda los temas de Espacios de Hilbert, Teoremas Clásicos
del Análisis y Cálculo en Espacios de Banach.
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FASCÍCULO 1

ESPACIOS DE HILBERT

En este capítulo se estudiarán las propiedades de los espacios de Hilbert,
los cuales son espacios vectoriales completos dotados con una operación lla-
mada producto interno. A lo largo de estos apuntes, los espacios vectoriales se
definen sobre un campo K, donde K puede referirse al conjunto de los núme-
ros reales R o de los números complejos C.

1.1. Espacios con producto interno

Sea E un espacio vectorial real o complejo. Diremos que una función

〈·, ·〉 : E × E −→ K

(x, y) 7−→ 〈x, y〉

es un producto interno (o producto escalar) sobre E si para todo x, y, z ∈ E

se cumple que

1. 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;

2. 〈αx, z〉 = α〈x, z〉, para todo α ∈ K;

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

4. 〈x, x〉 ≥ 0; y

5. 〈x, x〉 = 0 si y solo si x = 0.

DEFINICIÓN 1.1: Producto interno

A un espacio que cuenta con una función de este estilo, se lo conoce como
un espacio con producto interno o pre-Hilbert. Nótese que de la definición, se
tiene que 〈x, 0〉 = 〈0, x〉 = 0, para todo x ∈ E.
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4 Espacios de Hilbert

OBSERVACIÓN. Un espacio con producto interno es un espacio vectorial nor-
mado con la norma inducida

‖x‖ = 〈x, x〉 1
2 .

Esto viene dado gracias a los siguientes teoremas.

Sean E un espacio con producto interno y x, y ∈ E. Entonces

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

TEOREMA 1.1: Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Demostración. Si y = 0, el resultado es inmediato. Supongamos que y 6= 0,
analicemos el caso real y complejo por separado.

• Caso real: definamos
f : R −→ R

α 7−→ ‖x − αy‖2,

se tiene que

0 ≤ f (α) = ‖x − αy‖2 = ‖x‖2 − α〈x, y〉 − α〈y, x〉+ α2‖y‖2

= ‖x‖2 − 2α〈x, y〉+ α2‖y‖2,

así, se tiene que f es una función cuadrática que tiene máximo una raiz, por
lo tanto, su discriminante debe ser mayor o igual que 0, es decir

(
2〈x, y〉

)2 ≤ 4‖x‖2‖y‖2,

de donde,
|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

• Caso complejo: definamos

f : C −→ C

α 7−→ ‖x − αy‖2,

se tiene que

0 ≤ f (α) = ‖x − αy‖2 = ‖x‖2 − α〈x, y〉 − α
(
〈y, x〉 − α‖y‖2

)
.
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Luego, tomando α = 〈y,x〉
‖y‖2 , se obtiene

0 ≤ f

(
〈y, x〉
‖y‖2

)
= ‖x‖2 − |〈x, y〉|2

‖y‖2 ,

de donde, se deduce finalmente que |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

Sean E un espacio con producto interno y x, y ∈ E. Entonces

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

TEOREMA 1.2: Desigualdad Triangular

Demostración. Utilizando el resultado anterior se tiene que

‖x + y‖2 = |〈x + y, x + y〉|

=
∣∣∣‖x‖2 + 〈y, x〉+ 〈x, y〉+ ‖y‖2

∣∣∣

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + |〈y, x〉|+ |〈x, y〉|
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖+ ‖y‖)2,

luego ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Con esto, se tiene que todos los resultados de espacios vectoriales norma-
dos y espacios métricos, se siguen cumpliendo en espacios con producto in-
terno. Ahora veamos algunos ejemplos de este tipo de espacios.

EJEMPLO 1.1.

1. En Rn, para dos elementos x = (x1, x2, . . . , xn) y y = (y1, y2, . . . , yn), se
tiene el producto escalar usual

〈x, y〉 =
n

∑
i=1

xiyi

con norma asociada ‖x‖2 =
n

∑
i=1

x2
i .

2. En C
n, se tiene el análogo al anterior, pero tomando conjugados en la
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segunda componente, es decir

〈x, y〉 =
n

∑
i=1

xiyi.

3. En ℓ
2(C) =

{
(xn)n∈N :

+∞

∑
i=0

x2
n < +∞

}
, con

〈x, y〉 =
〈
(xn)n∈N, (yn)n∈N

〉
=

+∞

∑
n=0

xnyn.

4. En L
2[a, b] =

{
f : [a, b] → R :

∫ b

a
| f (x)|2dx < +∞

}
= C [a, b], con

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x)dx.

Veamos ahora, una propiedad de la norma que se cumple en los espacios
con producto interno.

PROPOSICIÓN 1.3 (Igualdad del paralelogramo). Sea E un espacio con
producto interno, para todo x, y ∈ E se tiene que

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Demostración. Sean x, y ∈ E, se tiene que

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 〈x + y, x + y〉+ 〈x − y, x − y〉
= 〈x, x + y〉+ 〈y, x + y〉+ 〈x, x − y〉 − 〈y, x − y〉
= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉
+ 〈x, x〉 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Esta última proposición nos ayuda a demostrar que no todo espacio nor-
mado proviene de un producto interno, observemos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2 (Espacio normado que no proviene de un producto interno). En
ℓp(C) sean x = (1, 1, 0, 0, . . .), y = (1,−1, 0, 0, . . .). Se tiene que

‖x‖2 = ‖y‖2 = 22/p,
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además
‖x + y‖2 = 4 y ‖x − y‖2 = 4.

Por lo tanto,
2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
= 2(2 · 22/p) = 4 · 22/p.

y
‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 8.

Luego
‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
,

solamente si p = 2. Es decir, si p 6= 2 entonces ℓp(C) no es un espacio con
producto interno.

Sea E un espacio con producto interno, si E, con la norma inducida, es un
espacio de Banach, entonces E se dice un espacio de Hilbert.

DEFINICIÓN 1.2: Espacio de Hilbert

Es decir, un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno com-
pleto. Con esta definición, se tiene que, todas la propiedades de espacios de
Banach también son aplicables a los espacios de Hilbert.

En el caso real, a los espacios con producto interno, se los suele llamar espa-

cios euclideos, esto es debido a que en estos espacios se puede realizar un tipo
de geometría. Para esto, se necesita la noción de ángulo entre vectores, y más
específico, la noción de perpendicularidad u ortogonalidad.

Sean E un espacio con producto interno y x, y ∈ E. Si 〈x, y〉 = 0, se dice
que x y y son ortogonales; y se nota

x ⊥ y.

DEFINICIÓN 1.3: Ortogonalidad

Partiendo de esta definición, se tiene el siguiente resultado que generaliza
el Teorema de Pitágoras.

PROPOSICIÓN 1.4 (Teorema de Pitágoras). Sean E un espacio con produc-
to interno y x, y ∈ E.
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a) Si K = R, se tiene que

x ⊥ y si y solo si ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2.

b) Si K = C, se tiene que

x ⊥ y implica ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2.

Demostración. Supongamos que x ⊥ y, es decir, 〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 0, con esto, se
tiene que

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Recíprocamente, para el caso K = R, si ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2, se tiene
que

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉 = ‖x + y‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉,

por lo tanto,
〈x, y〉+ 〈y, x〉 = 0,

dado que 〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 〈y, x〉, se concluye que

2〈x, y〉 = 0,

es decir, x ⊥ y.

Podemos ampliar la definición de elementos ortogonales a un conjunto con
una cantidad arbitraria de elementos, con la siguiente definición.

Sea E un espacio con producto interno y M ⊆ E r {0}. Se dice que M es
ortogonal si para todo par de elementos x, y en M, tales que x 6= y, se
tiene que x ⊥ y.

DEFINICIÓN 1.4: Conjunto ortogonal

EJEMPLO 1.3. En ℓ2(C), se puede demostrar fácilmente que el conjunto

M = {(δm
n )n∈N : m ∈ N} ,
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es ortogonal, con δm
n la función la delta de Kronecker, es decir,

δm
n =





1 si m = n,

0 si m 6= n.

De aquí, se obtienen las siguientes propiedades.

PROPOSICIÓN 1.5. Sean E un espacio con producto interno y M un con-
junto ortogonal, entonces M es linealmente independiente.

Demostración. Sean {x1, . . . , xn} ⊆ M y λ1, . . . , λn ∈ K tal que

λ1x1 + · · ·+ λnxn = 0.

Entonces, para i ∈ J1, nK

0 = 〈xi, 0〉 =
〈

xi,
n

∑
j=1

λjxj

〉
=

n

∑
j=1

λj〈xi, xj〉 = λi〈xi, xi〉.

Por lo tanto, λi = 0 para todo i ∈ J1, nK.

Otra propiedad importante que vale señalar es que el vector cero es ortogo-
nal a todo el espacio, pero, además es el único vector con esta propiedad, esto
viene dado por la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 1.6. Sean E un espacio con producto interno y x ∈ E tal
que 〈x, y〉 = 0, para todo y ∈ E. Entonces x = 0.

Demostración. En particular se tiene que x ∈ E y por ende 〈x, x〉 = 0, de donde
x = 0.

COROLARIO 1.7. Sean E un espacio con producto interno y u, v ∈ E tales
que 〈u, x〉 = 〈v, x〉 para todo x ∈ E. Entonces u = v.

Este último resultado se sigue inmediatamente de la proposición anterior.
Por otro lado, se tiene que un producto escalar, siempre es una función conti-
nua, para lo cual se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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En un espacio con producto interno el producto interno es continuo. Es
decir, si xn → x, yn → y, cuando n → +∞, entonces 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉,
cuando n → +∞.

TEOREMA 1.8

Demostración. Se tiene que

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉+ 〈xn, y〉 − 〈x, y〉|
≤ |〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉|
≤ ‖xn‖‖yn − y‖+ ‖xn − x‖‖y‖.

Como ‖xn‖‖yn − y‖+ ‖xn − x‖‖y‖ → ‖x‖‖y − y‖+ ‖x − x‖‖y‖ = 0, cuando
n → +∞, entonces

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| → 0,

cuando n → +∞; es decir, 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉, cuando n → +∞.

Se puede ampliar la definición de subespacio vectorial en espacios con pro-
ducto interno de la siguiente manera

Sean E espacio con producto interno y F ⊆ E, subespacio vectorial. En-
tonces 〈·, ·〉F : F × F → K es un producto interno en F, por lo tanto a F se
lo denomina subespacio con producto interno de E.

DEFINICIÓN 1.5

Esta definición también se la puede ver como una extensión de subespacio
vectorial normado, por lo tanto, se siguen cumpliendo todas las propiedades
sobre estos, es decir, se tienen los siguientes resultados.

PROPOSICIÓN 1.9.

1. Sea H un espacio de Hilbert y F ⊆ H un subespacio vectorial, en-
tonces F es cerrado si y solo si F es un espacio de Hilbert.

2. Sea H espacio con producto interno de dimensión finita, entonces H

es Hilbert.

La demostración de esta proposición es idéntica al caso de espacios nor-
mados. Por otro lado, se tienen las siguientes propiedades adicionales de la
continuidad.
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PROPOSICIÓN 1.10. Sea E un espacio con producto interno.

1. Sean (xn)n∈N una sucesión en E y y ∈ E tal que xn ⊥ y para todo
n ∈ N y xn → x, con x ∈ E. Entonces x ⊥ y.

2. Sean (xn)n∈N una sucesión en E y x ∈ E tal que ‖xn‖ → ‖x‖ y
〈xn, x〉 → 〈x, x〉. Entonces xn → x.

Demostración.

1. Sabemos que xn ⊥ y para todo n ∈ N. Entonces, (〈xn, y〉)n∈N
es la suce-

sión contante 0, por lo tanto 〈xn, y〉 → 0. Por otro lado, por continuidad
de producto interno se tiene que 〈xn, y〉 → 〈x, y〉. Por lo tanto 〈x, y〉 = 0.

2. Se tiene que

‖xn − x‖2 = ‖xn‖2 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉+ ‖x‖2

→ ‖x‖2 − 〈x, x〉 − 〈x, x〉+ ‖x‖2 = 0.

Por lo tanto, xn → x.

1.2. Complementos ortogonales y sumas directas

La primera parte de esta sección, se basa en resolver el problema de exis-
tencia y unicidad de un elemento que minimice la distancia entre un conjunto
y un punto dado. Para esto, se necesitan ciertas restricciones sobre el conjunto,
una de ellas será la convexidad.

Sea E un espacio vectorial normado, decimos que M es convexo si para
todo x, y ∈ M y todo α ∈ [0, 1] se tiene que x − α(x − y) ∈ M.

DEFINICIÓN 1.6: Conjunto convexo

Con esta definición, se tiene el siguiente resultado que indica la existencia
y unicidad del elemento buscado, al cual llamaremos proyección.

Sean H un espacio con producto interno, M 6= ∅ un convexo y completo.

TEOREMA 1.11: Proyección sobre un convexo, cerrado y no vacío
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Entonces, dado x ∈ H, existe un único y ∈ M tal que

δ = ı́nf
ỹ∈M

‖x − ỹ‖ = ‖x − y‖.

Demostración. Sabemos que existe una sucesión (yn)n∈N en M tal que ‖x −
yn‖ = δn → δ. Con esto, demostraremos que (yn)n∈N es de Cauchy. Sea vn =

x − yn. Se tiene que

‖yn − ym‖2 = ‖yn − x + x − ym‖2 = ‖vn − vm‖2

= −‖vn + vm‖2 + 2
(
‖vn‖2 + ‖vm‖2)

= −‖vn + vm‖2 + 2(δ2
n + δ2

m).

Además

‖vn + vm‖ = ‖yn + ym + 2x‖ = 2
∥∥∥∥

1
2

yn +
1
2

ym − x

∥∥∥∥ ≥ 2δ

pues 1
2 yn +

1
2 ym ∈ M. Luego

‖yn − ym‖2 ≤ −4δ2 + 2(δ2
n + δ2

m) → −4δ2 + 4δ2 = 0.

Entonces (yn)n∈N es de Cauchy. Como M es completo, existe y ∈ M tal que
yn → y.

Por otro lado, ‖x − y‖ = δ. En efecto, como y ∈ M, entonces

‖y − x‖ ≥ δ.

Pero

‖y − x‖ ≤ ‖x − yn‖+ ‖yn − y‖
= δn + ‖yn − y‖
→ δ + 0 = δ.

Por lo tanto, ‖x − y‖ = δ.

Finalmente, supongamos que existe ỹ ∈ M tal que ‖ỹ − x‖ = δ, utilizando
la igualdad del paralelogramo, se tiene que

‖ỹ − y‖2 = ‖(ỹ − x)− (y − x)‖2

= 2‖ỹ − x‖2 + 2‖y − x‖2 − ‖y + ỹ + 2x‖2
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= 4δ2 − 22
∥∥∥∥

1
2

y +
1
2

ỹ − x

∥∥∥∥
2

≤ 4δ2 − 4δ2 = 0,

pues 1
2 y + 1

2 ỹ ∈ M. Por lo tanto, y = ỹ.

En el teorema, a y se lo conoce como la proyección de x en M, se lo suele
notar por PM(x). Si M es además un espacio vectorial, se tiene condiciones de
ortogonalidad.

LEMA 1.12. En el teorema anterior, si M es un subespacio vectorial, enton-
ces z = x − y es ortogonal a M.

Demostración. Por reducción al absurdo, supongamos que existe y1 ∈ M tal
que 〈z, y1〉 = β 6= 0 de donde, se tiene que y1 6= 0.

Para α ∈ C se tiene que

‖z − αy‖2 = ‖z‖2 − α〈z, y1〉 − α
(
〈y1, z〉 − α‖y1‖2

)

= ‖z‖2 − αβ − α
(

β − α‖y1‖2
)

,

tomando α = 〈y1,z〉
‖y1‖2 = β

‖y1‖2 se tiene que

‖z − αy‖2 = ‖z‖2 − ββ

‖y1‖2 = δ2 − |β|
‖y1‖2 < δ2.

Por otro lado, se tiene que y1 + αy1 ∈ M, por lo tanto

‖z − αy1‖ = ‖x − y1 − αy1‖ = ‖(y1 + αy1)− x‖ ≥ δ,

lo cual es contradictorio, entonces

z ⊥ M.

El objetivo de estos resultados es expresar un espacio de Hilbert como suma
directa, lo cual es particularmente simple utilizando el concepto de ortogona-
lidad, para esto, primero tenemos las siguientes definiciones.
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Sea E un espacio vectorial, se dice que es suma directa de F y G y se nota

E = F ⊕ G,

si para todo x ∈ E, existen únicos y ∈ F y z ∈ G tales que x = y + z.

DEFINICIÓN 1.7: Suma directa

Recordemos que una condición necesaria y suficiente para que E sea suma
directa de F y G es que E = F + G y F ∩ G = {0}.

Sean E un espacio con producto interno y M ⊆ E. El complemento orto-
gonal de M se define por

M⊥ = {y ∈ E : y ⊥ x para todo x ∈ M}.

DEFINICIÓN 1.8: Complemento ortogonal

Con esto, se tiene los siguientes resultados.

PROPOSICIÓN 1.13. Sean E un espacio con producto interno y M ⊆ E,
entonces

1. M⊥ es un subespacio vectorial,

2. M⊥ es un conjunto cerrado, y

3. M ∩ M⊥ = {0}.

Demostración.

1. Es claro que 0 ∈ M⊥ pues 0 ⊥ x para todo x ∈ M. Ahora, sean x, y ∈ M⊥,
α, β ∈ K y z ∈ M, se tiene que

〈αx + βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 = 0.

2. Sea (xn)n∈N una sucesión en M⊥ tal que xn → x y z ∈ M. Se tiene que
〈xn, z〉 = 0 para todo n ∈ N, además

〈xn, z〉 → 〈x, z〉,

por lo tanto, 〈x, z〉 = 0, es decir, x ∈ M⊥.
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3. Sea x ∈ M ∩ M⊥, se tiene que x ∈ M⊥ y x ∈ M, por lo tanto, 〈x, z〉 = 0,
de donde, x = 0.

OBSERVACIÓN. En general se tienen las siguientes relaciones:

M ⊆ (M⊥)
⊥ 6= M,

pero
(
(M⊥)

⊥)⊥
= M⊥.

Con esto, se tiene el siguiente resultado que muestra que un espacio de
Hilbert siempre puede ser expresado como suma de un espacio cerrado y su
complemento ortogonal.

Sean H un espacio de Hilbert y F ⊆ H subespacio vectorial cerrado. En-
tonces

H = F ⊕ F⊥.

TEOREMA 1.14

Demostración. F es completo, convexo y no vacío, por lo tanto, para x ∈ H,
existe y ∈ F tal que ‖x − y‖ = d(x, F). Además z = x − y ∈ F⊥. Luego x =

y + z con y ∈ F y z ∈ F⊥; entonces H = F + F⊥. Además, F ∩ F⊥ = {0}, por lo
tanto

H = F ⊕ F⊥.

Gracias a este resultado, se logra dar una caracterización sencilla de los
conjuntos densos de un espacio de Hilbert, para lo cual se tiene los siguientes
resultados.

LEMA 1.15. Sea H un espacio de Hilbert y F ⊆ H subespacio vectorial
cerrado. Entonces F⊥⊥ = F.

Demostración. Sea x ∈ F, se tiene que 〈x, y〉 = 0, para todo y ∈ F⊥, es decir,

x ∈
(

F⊥)⊥.

Por otro lado, sea x ∈ F⊥⊥ ⊆ H = F ⊕ F⊥. Entonces x = y + z con y ∈ F

y z ∈ F⊥. Luego z = y − x ∈ F⊥⊥, pues F ⊆ F⊥⊥, de donde z ∈ F⊥⊥ ∩ F⊥, lo
cual implica que z = 0 y entonces x = y ∈ F.

Antes de continuar, recordemos la definición de conjunto generado.
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Sean E un espacio vectorial y M ⊆ E. Decimos que el conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas de M o el subespacio vectorial generado
por M es

〈M〉 = span(M) =

{

∑
v∈S

αvv : αv ∈ K, S ⊆ M finito

}
.

DEFINICIÓN 1.9

Sean H un espacio de Hilbert y M ⊆ H no vacío. Entonces

span(M) = H si y solo si M⊥ = {0}.

TEOREMA 1.16

Demostración. Sea x ∈ M⊥ ⊆ H = span(M). Al ser la clausura de span(M),
existe una sucesión (xn)n∈N en span(M) tal que xn → x.

Como xn ∈ span(M), entonces xn ⊥ x para todo n ∈ N. Luego 〈xn, x〉 = 0
para todo n ∈ N y, por continuidad, 〈x, x〉 = 0. Entonces x = 0.

Recíprocamente, dado que span(M) = F es un subespacio vectorial cerra-
do, entonces H = F ⊕ F⊥. Demostraremos que F⊥ = {0}.

Sean x ∈ F⊥ y y ∈ M ⊆ F. Se tiene que 〈x, y〉 = 0, por tanto x ∈ M⊥ = {0}
lo que es lo mismo que decir x = 0. Por lo tanto F⊥ = {0}. Así, se tiene que
H = F = span(M).

Como se mencionó anteriormente, este resultado es útil para demostrar la
densidad de conjuntos en espacios de Hilbert, como ilustra el siguiente ejem-
plo.

EJEMPLO 1.4. En ℓ2(C), sea M =
{
(δm

n )n∈N
: m ∈ N

}
con δm

n la función la
delta de Kronecker.

Tenemos que, para (xn)n∈N ∈ M⊥ y m ∈ N, se tiene que

0 =
〈
(xn)n∈N, (δm

n )n∈N

〉
= ∑

n∈N

xnδm
n = xm.

Por lo tanto, (xn)n∈N es la sucesión formada por ceros, es decir M⊥ = {0}. De
aquí, se concluye que H = span(M).
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1.2.1. Conjuntos totales

Sean E un espacio vectorial normado, M ⊆ E se dice que es un conjunto
total si

span(M) = E.

Si E es un espacio con producto interno y M ⊆ E es un conjunto ortogonal
y total, se dice que es un conjunto ortogonal total (o base ortogonal o base
de Hilbert).

DEFINICIÓN 1.10: Conjunto total

OBSERVACIÓN.

• Todo espacio de Hilbert no vacío tiene una base de Hilbert, esto se puede
demostrar a partir del Lema de Zorn.

• Todas las bases de Hilbert de un espacio de Hilbert tienen la misma car-
dinalidad. A esta se la llama la dimensión de Hilbert del espacio.

A partir de esta definición, se toman los siguientes resultados sin demostra-
ción.

PROPOSICIÓN 1.17. Sea H un Hilbert. H es separable si y solo si dimH(H) ≤
ℵ0 (es decir, tiene base de Hilbert numerable).

EJEMPLO 1.5. En el ejemplo anterior, el conjunto M =
{
(δm

n )n∈N
: m ∈ N

}

cumple que |M| = ℵ0. Y además span(M) = ℓ2(C). Entonces ℓ2(C) es separa-
ble.

Sean H, H̃ espacios con producto interno, T : H → H̃ es un isomorfismo
de espacios con producto interno si T es lineal, biyectivo y para todo x, y ∈
H se tiene

〈Tx, Ty〉H̃ = 〈x, y〉H.

DEFINICIÓN 1.11

PROPOSICIÓN 1.18. Sean H y H̃ espacios de Hilbert. Entonces H y H̃ son
isomorfos si y solo si tienen la misma dimensión de Hilbert.
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1.3. Teorema de representación de Riesz

En ocasiones, es de utilidad saber la forma que tienen los funcionales linea-
les de ciertos espacios; en el caso de espacios de Hilbert, esto resulta bastante
simple. Primero, observemos que podemos definir fácilmente funcionales li-
neales en este tipo de espacios.

PROPOSICIÓN 1.19. Sean H un espacio de Hilbert y z ∈ H. Definimos

fz : H −→ K

x 7−→ fz(x) = 〈x, z〉.

Se tiene que

1. fz ∈ H∗ =
{

f : H → K : f es lineal y acotado
}

.

2.
∥∥ fz

∥∥
H∗ = sup

x 6=0

| f (x)|
‖x‖ = ‖z‖.

Demostración.

1. Se tiene que fz es lineal por la linealidad del producto interno en la pri-
mera componente. Además, se tiene que

∣∣ fz(x)
∣∣ =

∣∣〈x, z〉
∣∣ ≤ ‖z‖‖x‖,

Por lo tanto ‖ fz‖H∗ ≤ ‖z‖.

2. Por otro lado,
∣∣ fz(z)

∣∣ =
∣∣〈z, z〉

∣∣ = ‖z‖2 = ‖z‖‖z‖. Por tanto ‖ fz‖H∗ ≥
‖z‖. Con lo anterior se concluye que

‖ fz‖H∗ = ‖z‖.

OBSERVACIÓN. Podemos definir

ρ : H −→ H∗

x 7−→ ρ(x) = fx.

Por el resultado anterior, es claro que
∥∥ρ(x)

∥∥
H∗ = ‖x‖, lo cual haría que ρ sea

una isometría (por ende, inyectiva). Además ρ es semilineal, es decir,

ρ(αx) = αρ(x).
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El siguiente teorema, nos indica que los funcionales lineales de un espacio
de Hilbert son únicamente de la forma dada en la proposición anterior.

Sean H un espacio de Hilbert y f ∈ H∗. Entonces existe un único z ∈ H

tal que
f (x) = 〈x, z〉,

para todo x ∈ H. Además ‖ f‖H∗ = ‖z‖.

TEOREMA 1.20: Teorema de representación de Riesz

Demostración. Vamos a dividir la demostración en tres partes: existencia, uni-
cidad e igualdad de normas.

• Existencia: Si f = 0, tomamos z = 0 y se tiene el resultado. Si f 6= 0, supon-
gamos que ya tuviésemos el z buscado. En dicho caso

ker( f ) = {x ∈ H : f (x) = 0} = {x ∈ H : 〈x, z〉 = 0} = {z}⊥,

es decir, el z buscado es un elemento de ker( f )⊥. Teniendo esto en mente,
procedamos a buscar este z. Sabemos que ker( f ) es cerrado, entonces

H = ker( f )⊕ ker( f )⊥.

Sea z0 ∈ ker( f )⊥, como ker( f ) 6= E, se puede tomar z0 6= 0. Para x ∈ H,
definamos

u = f (x)z0 − f (z0)x,

se tiene que
f (u) = f (x) f (z0)− f (z0) f (x) = 0,

es decir, u ∈ ker( f ), por lo tanto, es ortogonal a z0, de donde

0 = 〈u, z0〉
= 〈 f (x)z0 − f (z0)x, z0〉
= f (x)〈z0, z0〉 − f (z0)〈x, z0〉,

por lo tanto,

f (x) =

〈
x,

f (z0)

‖z0‖2 z0

〉
.

Así, tomando z =
f (z0)

‖z0‖2 z0, se cumple que f (x) = 〈x, z〉, para todo x ∈ H.
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• Unicidad: Supongamos que existe z̃ ∈ H tal que para todo x ∈ H

〈x, z̃〉 = f (x) = 〈x, z〉.

Luego z = z̃.

• Norma: Análogo a la proposición anterior, se tiene que ‖ f‖H∗ = ‖z‖.

De esta manera, se facilita bastante el estudio de los funcionales lineales,
en particular, el estudio del espacio dual y bidual de un espacio de Hilbert,
obteniendo el hecho que un espacio de Hilbert es siempre reflexivo. Para esto,
recordemos la siguiente definición.

Sea E un espacio vectorial normado, se dice reflexivo si

ϕ : E −→ E∗∗

x 7−→ ϕ(x),

donde
ϕ(x) : E∗ −→ K

f 7−→ ϕ(x)( f ) = f (x),

es un isomorfismo.

DEFINICIÓN 1.12: Espacio reflexivo

Recordemos la función ρ : H → H∗ definida en la página anterior. Gracias al
Teorema de Representación de Riesz, esta función es sobreyectiva, es decir, es
casi un isomorfismo entre un espacio de Hilber y su dual (en el caso que el cual
se trabaje con el campo de los números reales, en efecto es un isomorfismo).
Esto nos lleva a la idea de generar una función análoga entre el dual y el bidual.
Para esto se necesitaría que el dual también sea un espacio de Hilbert, es decir,
también su norma sea inducida por un producto interno. Esto se tiene gracias
a la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 1.21. Sea H un espacio de Hilbert, la función

〈·, ·〉H∗ : H∗ × H∗ −→ K

( f , g) 7−→ 〈 f , g〉H∗ = 〈v, u〉,

donde ρ(u) = f y ρ(v) = g es un producto interno en H∗. Además, este
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producto induce la norma habitual del espacio, es decir, para f ∈ H∗

(
〈 f , f 〉H∗

)1/2
= ‖ f‖H∗ = sup

x 6=0

| f (x)|
‖x‖ .

Demostración. Para todo f , g, h ∈ H∗ y α ∈ K, tenemos que

• 〈α f + g, h〉∗H = 〈w, αu + v〉 = α〈w, u〉+ 〈w, v〉 = α〈 f , h〉H∗ + 〈g, h〉H∗ .

• 〈 f , g〉 = 〈v, u〉 = 〈u, v〉 = 〈g, f 〉H∗ .

• 〈 f , f 〉H∗ = 〈u, u〉 = ‖u‖2 ≥ 0

• 〈 f , f 〉H∗ = 〈u, u〉 = 0 si y solo si u = 0, lo cual es equivalente a f = ρ(0)
y

〈ρ(0), g〉 = 〈v, 0〉 = 0,

para todo g ∈ H∗. Luego ρ(0)(y) = 〈y, 0〉 = 0. Por tanto f = 0.

Por último, veamos que

〈 f , f 〉1/2
H∗ = ‖ f‖H∗ = sup

‖x‖=1
| f (x)|.

Tenemos directamente que

〈 f , f 〉1/2
H∗ = 〈u, u〉1/2 = ‖u‖ = ‖ f‖H∗ .

Entonces H∗ es Hilbert.

Si H es un espacio de Hilbert, entonces es reflexivo.

TEOREMA 1.22

Demostración. Gracias a que H es un espacio de Hilbert, por el Teorema de
Representación de Riesz se tiene que la función

ρ : H −→ H∗

x 7−→ ρ(x),

donde
ρ(x) : H −→ K

y 7−→ ρ(x)(y) = 〈y, x〉,

es una función semilineal, biyectiva e isométrica.
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Por otro lado, ya que H∗ es un espacio con producto interno, y además com-
pleto, se tiene que es un espacio de Hilbert, y de igual forma que lo anterior, la
función

ρ̃ : H∗ −→ H∗∗

f 7−→ ρ̃( f ),

donde
ρ̃( f ) : H∗ −→ K

y 7−→ ρ̃( f )(g) = 〈g, f 〉,

es una función semilineal, biyectiva e isométrica. Por lo tanto, ρ̃ ◦ ρ es una
función lineal, biyectiva e isométrica, es decir, un isomorfismo entre H y su
bidual. Por otro lado,

(
(ρ̃ ◦ ρ)(x)

)
( f ) =

(
ρ̃
(
ρ(x)

))
( f ) =

〈
f , ρ(x)

〉
H∗ .

Sea u ∈ H el elemento tal que ρ(u) = f , se tiene que

(
(ρ̃ ◦ ρ)(x)

)
( f ) =

〈
ρ(u), ρ(x)

〉
H∗ = 〈x, u〉 = f (x),

es decir ρ̃ ◦ ρ = ϕ. Por lo tanto H es reflexivo.

1.4. Tópicos adicionales

1.4.1. Propiedades de la Proyección

Para esto, será preciso extender el resultado del Teorema de la proyección
sobre un convexo, cerrado y no vacío. En lo que sigue de la sección, H repre-
sentará un espacio de Hilbert y K un subconjunto convexo, cerrado y no vacío,
por lo tanto, para x ∈ H, el teorema antes mencionado, garantiza la existen-
cia de un único elemento en K que minimiza la distancia entre x y K, a este
elemento se lo notará por PK(x). Con esto, se tiene las siguiente propiedades.

PROPOSICIÓN 1.23. Sean H un espacio de Hilbert sobre R, K ⊆ H conve-
xo, cerrado y no vacío, entonces, para cada x ∈ H se tiene y = PK(x) si y
sólo si y ∈ K y para todo u ∈ K se cumple

〈x − y, u − y〉 ≤ 0.

Demostración. Sean x ∈ H, u ∈ K y t ∈ [0, 1]. Supongamos que y = PK(x),
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entonces v = (1 − t)y + tu ∈ K, y por la minimalidad de y tenemos

‖x − y‖2 ≤ ‖x − v‖2 =
∥∥x −

(
(1 − t)y + tu

)∥∥2

=
∥∥(x − y)− t(u − y)

∥∥2

= ‖x − y‖2 − 2t〈x − y, u − y〉+ t2‖u − y‖2,

de donde, 2〈x − y, u − y〉 ≤ t‖u − y‖2. Haciendo tender t hacia 0, se sigue que

〈x − y, u − y〉 ≤ 0.

Recíprocamente, supongamos que y ∈ K y para todo u ∈ K se cumple

〈x − y, u − y〉 ≤ 0,

entonces, si u ∈ K,

‖u − x‖2 = ‖(u − y)− (x − y)‖2 = ‖u − y‖2 − 2〈x − y, u − y〉+ ‖x − y‖2,

con lo cual

‖x − y‖2 − ‖u − x‖2 = 2〈x − y, u − y〉 − ‖y − u‖2 ≤ 0,

de donde, ‖x − y‖ ≤ ‖u − x‖ y dado que y ∈ K, se sigue que

‖x − y‖ = mı́n
u∈K

‖u − x‖.

PROPOSICIÓN 1.24. Sea H un espacio de Hilbert sobre R y K ⊆ H un
subconjunto convexo, cerrado y no vacío, entonces para cada x, y ∈ H se
verifica

‖PK(x)− PK(y)‖ ≤ ‖x − y‖.

Demostración. Dado que PK(x) y PK(y) son elementos de K, por la proposición
anterior se tiene que

〈
x − PK(x), PK(y)− PK(x)

〉
≤ 0 y

〈
y − PK(y), PK(x)− PK(x)

〉
≤ 0.

Sumando estas desigualdades, se obtiene que

〈
(x − y)− (PK(x)− PK(y)), PK(y)− PK(x)

〉
≤ 0,
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de donde ∥∥PK(y)− PK(x)
∥∥2 ≤

〈
y − x, PK(y)− PK(x)

〉
,

y por Cauchy Swartz, se obtiene finalmente que

∥∥PK(y)− PK(x)
∥∥2 ≤ ‖y − x‖

∥∥PK(y)− PK(x)
∥∥,

que equivale a ∥∥PK(x)− PK(y)
∥∥ ≤ ‖x − y‖.

Estas últimas propiedades nos dan una caracterización de la proyección y
nos señalan que la proyección no incrementa distancias.

1.4.2. Formas Bilineales y Sesquilineales

Ahora, se presentan algunas definiciones necesarias para la demostración
del Teorema de Stampacchia.

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K y h : E × F → K una función.
Se dice que h es una forma sesquilineal si para todo x, y ∈ E, todo u, v ∈ F

y todo α ∈ K se tiene

• linealidad en la primera componente, es decir

h(x + y, u) = h(x, u) + h(y, u) y h(αx, u) = αh(x, u),

• semilinealidad en la segunda componente, es decir

h(x, u + v) = h(x, u) + h(x, v) y h(x, αu) = αh(x, u)

Si, en cambio, se tiene linealidad en ambas componentes, se dice que h

es una forma bilineal.

DEFINICIÓN 1.13: Formas sesquilineales y bilineales

Si además E = F, h es una forma sesquilineal, y para todo x, y ∈ E se tiene

h(x, y) = h(y, x),

se dice que h es una forma hermitiana, y si

h(x, y) = h(y, x),
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se dice que h es una forma simétrica.

Una forma hermitiana h sobre un espacio vectorial E se dice

• semidefinida positiva si para todo x ∈ E se tiene h(x, x) ≥ 0,

• definida positiva si para todo x ∈ E r {0} se tiene h(x, x) > 0.

DEFINICIÓN 1.14: Formas defindas positivas

A raíz de esto, es claro que una función h : E × E → C define un producto
escalar si y sólo si es una forma sesquilineal hermitiana definida positiva.

Sean E1 y E2 espacios vectoriales normados, una forma sesquilineal h so-
bre E se dice

• acotada, si existe M > 0 tal que para todo x ∈ E1, y ∈ E2 se tiene

∣∣h(x, y)
∣∣ ≤ M‖x‖1‖y‖2,

• coerciva, si E1 = E2 y existe L > 0 tal que para todo x ∈ E1 se tiene

h(x, x) ≥ L‖x‖2.

DEFINICIÓN 1.15: Formas acotadas y coersivas

Gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz es fácil notar que todo pro-
ducto interior es una forma sesquilineal acotada, y además es coerciva, pues
〈x, x〉 = ‖x‖2. Por otro lado, es claro que si una forma sesquilineal es coerciva,
entonces es definida positiva.

Consideremos E1 y E2 espacios vectoriales y h una forma sesquilineal aco-
tada sobre E × F, esto significa que el conjunto de los números de la forma

∣∣h(x, y)
∣∣

‖x‖1‖y‖2
,

con x ∈ E1 r {0} y ∈ E2 r {0}, es un conjunto acotado y por lo tanto tiene
supremo, eso nos permite definir el número ‖h‖, al que llamaremos norma de
h, del siguiente modo

‖h‖ = sup
x∈E1r{0}
y∈E2r{0}

|h(x, y)|
‖x‖1‖y‖2

.
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O, de manera análoga, podemos obtener la siguiente fórmula:

‖h‖ = sup
‖x‖1=1
‖y‖2=1

|h(x, y)|.

Además se verifica que |h(x, y)| ≤ ‖h‖‖x‖1‖y‖2. Esto será útil en lo posterior.
Por otro lado, es fácil ver, y se lo deja como ejercicio, que una forma hermitiana
coerciva define un producto escalar sobre el espacio. Finalmente, si se exige
acotación, se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 1.25. Sea
(

H, 〈·, ·〉
)

un espacio con producto interno y h

una forma hermitiana acotada y coerciva sobre H. Las normas

‖x‖ = 〈x, x〉1/2,

para todo x ∈ H y
‖x‖h = h(x, x)1/2,

para todo x ∈ H, son equivalentes. Por lo tanto, si
(

H, 〈·, ·〉
)

es de Hilbert,
entonces (H, h) también es de Hilbert.

Demostración. Por la acotación y coercividad de h, existen constantes L, M > 0
tales que para todo x, y ∈ H se tiene

|h(x, y)| ≤ M‖x‖‖y‖ y h(x, x) ≥ L‖x‖2.

En particular, para cada x ∈ H tenemos que

L‖x‖2 ≤ h(x, x) ≤ M‖x‖2,

de donde √
L‖x‖ ≤ ‖x‖h ≤

√
M‖x‖,

es decir, estas normas son equivalentes. Por otro lado, sabemos que normas
equivalentes preservan la completitud del espacio, por lo tanto (H, h) es de
Hilbert.

1.4.3. Segunda forma del Teorema de Representación de Riesz

Aquí, extenderemos el resultado del Teorema de Representación de Riesz
para formas sesquilineales.
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Sean H1 y H2 espacios de Hilbert y h una forma sesquilineal acotada sobre
H1 × H2. Existe un único operador lineal S : H1 → H2 tal que

h(x, y) =
〈
S(x), y

〉

para todo x ∈ H1 y y ∈ H2; además

‖h‖ = ‖S‖.

TEOREMA 1.26: Segundo Teorema de Representación de Riesz

Demostración. Para x ∈ H1, definamos el operador

fx : H2 −→ K

y 7−→ fx(y) = h(x, y).

Puesto que h es sesquilineal, se tiene que fx es lineal, además,

∣∣ fx(y)
∣∣ =

∣∣h(x, y)
∣∣ =

∣∣h(x, y)
∣∣ ≤

(
M‖x‖1

)
‖y‖2,

es decir, fx es acotado.

Con esto, como fx ∈ H∗
2 , utilizando el Teorema de Representación de Riesz,

existe un único z ∈ H2 tal que

fx(y) = 〈y, z〉2.

Puesto que z está relacionado con x y es el único que guarda esta relación, se
puede definir

S : H1 −→ H2

x 7−→ S(x),

donde S(x) es tal que

h(x, y) = fx(y) =
〈
y, S(x)

〉
2,

por lo tanto
h(x, y) =

〈
S(x), y

〉
2.

Por otro lado, S es lineal, pues sean u, v ∈ H1 y α, β ∈ K, se tiene que, para
y ∈ H2

〈
S(αu + βv), y

〉
2 = h(αu + βv, y)

= αh(u, y) + βh(v, y)



28 Espacios de Hilbert

= α
〈

S(u), y
〉

2 + β
〈

S(v), y
〉

2

=
〈

αS(u) + βS(v), y
〉

2.

Como esto se cumple para todo y ∈ H2, se tiene que S(αu + βv) = αS(u) +

βS(v). Es decir, S es lineal.

Además, se tiene que

(∥∥S(x)
∥∥

2

)2
=
∣∣∣
〈
S(x), S(x)

〉∣∣∣ =
∣∣h
(
x, S(x)

)∣∣∣ ≤ M‖x‖1
∥∥S(x)

∥∥
2,

de donde, si S(x) 6= 0, se tiene que

∥∥S(x)
∥∥

2 ≤ M‖x‖1.

Dado que esta última desigualdad se sigue cumpliendo si S(x) = 0, se tiene
que S es acotado.

Finalmente, para probar la unicidad, supongamos que T : H1 → H2 es un
operador que también verifica h(x, y) = 〈T(x), y〉, entonces

〈
S(x), y

〉
=
〈

T(x), y
〉

para todo x ∈ H1 y y ∈ H2, esto significa que S(x) = T(x) para todo x ∈ H1,
de donde S = T.

1.4.4. Teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram

A continuación daremos la los Teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram,
los cuales son resultados importantes que se tiene de los espacios de Hilbert,
estos tienen especial aplicación en las Ecuaciones en Derivadas Parciales al
momento de demostrar existencia y unicidad de soluciones para cierto tipo de
ecuaciones.

Sean H un espacio de Hilbert sobre R; K ⊆ H un cerrado, convexo y no
vacío; y h una forma bilineal acotada y coerciva sobre H. Entonces, para
todo f ∈ H∗ existe un único y ∈ K tal que

h(y, x − y) ≥ f (x − y),

para todo x ∈ K. Además, si h es simétrica, el elemento y está caracteriza-

TEOREMA 1.27: Teorema de Stampacchia
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do por la propiedad

y ∈ K y
1
2

h(y, y)− f (y) = mı́n
x∈K

{
1
2

h(x, x)− f (x)

}
.

Demostración. Por el Teorema de Representación de Riesz, existe un único z ∈
H tal que

f (u) = 〈u, z〉 = 〈z, u〉,

para todo u ∈ H. Por otro lado, puesto que h es bilineal y acotada, por el
Segundo Teorema de Representación de Riesz, existe un único operador lineal
S : H → H tal que

h(u, v) =
〈
S(u), v

〉
,

para todo v ∈ H. Además, por la continuidad de S, existe M > 0 tal quedar

∥∥S(u)
∥∥ ≤ M‖u‖,

para todo u ∈ H; y por la coercividad de h, existe L > 0 tal que

〈
S(u), u

〉
= h(u, u) ≥ L‖u‖2,

para todo u ∈ H.

Con estas consideraciones, nuestro problema se transforma en encontrar
y ∈ K tal que 〈

S(y), x − y
〉
≥ 〈z, x − y〉,

para todo x ∈ K. Sean α > 0 una constante a determinar y u, v ∈ H, se tienen
las siguientes equivalencias:

〈
S(u), v − u

〉
≥ 〈z, v − u〉 ⇐⇒ 〈z, v − u〉 −

〈
S(u), v − u

〉
≤ 0

⇐⇒
〈
z − S(u), v − u

〉
≤ 0

⇐⇒ α
〈
z − S(u), v − u

〉
≤ 0

⇐⇒
〈
αz − αS(u), v − u

〉
≤ 0

⇐⇒
〈(

αz − αS(u) + u
)
− u, v − u

〉
≤ 0.

Es decir, nuestro problema equivale a encontrar y ∈ K tal que
〈(

αz − αS(y) + y
)
− y, x − y

〉
≤ 0

para todo x ∈ K. Por la Proposición 1.23, esto equivale a encontrar y ∈ H tal



30 Espacios de Hilbert

que
y = PK

(
αz − αS(y) + y

)
.

Si definimos φ : H → H por φ(u) = PK

(
αz − αS(u) + u

)
, nuestro problema se

traduce a encontrar y ∈ H tal que y = φ(y), es decir, encontrar un punto fijo
de φ.

Dado que H es un espacio completo, gracias al Teorema del Punto Fijo de
Banach, podemos garantizar la existencia de un punto fijo de φ en el caso que
φ sea una contracción. Por lo tanto, buscaremos un α adecuado para que esto
se dé.

Dado que la proyección no incrementa distancias, se tiene que

∥∥φ(u)− φ(v)
∥∥ =

∥∥∥PK

(
αz − αS(u) + u

)
− PK

(
αz − αS(v) + v

)∥∥∥

≤
∥∥αz − αS(u) + u − αz − αS(v) + v

∥∥

=
∥∥(u − v)− αS(u − v)

∥∥.

Recordando las propiedades que observamos del operador S, se tiene que

∥∥φ(u)− φ(v)
∥∥2 ≤

∥∥(u − v)− αS(u − v)
∥∥2

= ‖u − v‖2 − 2α
〈
S(u − v), u − v

〉
+ α2∥∥S(u − v)

∥∥2

≤ ‖u − v‖2 − 2αL‖u − v‖2 + α2 M2‖u − v‖2

= ‖u − v‖2(1 − 2αL + α2 M2).

Tomando α de tal forma que 0 < α <
2α
C2 se obtiene que φ es una contracción,

por lo tanto, admite un único punto fijo, es decir, existe un único y ∈ H tal que
y = φ(y), lo cual, como vimos, equivale a que existe un único y ∈ K tal que

h(y, x − y) ≥ f (x − y),

para todo x ∈ K.

Supongamos ahora que h es simérica. Entonces, por la Proposición 1.25,
la norma ‖ · ‖h, definida por h, es equivalente a ‖ · ‖; además, (H, h) también
es Hilbert. Aplicando el Teorema de Representación de Riesz, existe un único
w ∈ H tal que

f (u) = h(u, w) = h(w, u)

para todo u ∈ H. Por lo tanto, y cumple que

h(y, x − y) ≥ h(w, x − y),
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para todo x ∈ K, es decir,

h(w − y, x − y) ≤ 0,

para todo x ∈ K, pero, por la Proposición 1.23, esto equivale a que y = PK(w)

con la norma ‖ · ‖h, es decir, y es tal que

‖w − y‖h = mı́n
x∈K

‖w − x‖h,

pero esto equivale a

h(w, w)− 2h(w, y) + h(y, y) = mı́n
x∈K

{
h(w, w)− 2h(w, x) + h(x, x)

}
,

puesto que h(w, w) es constante y f (u) = h(w, u) para todo u ∈ H, esto último
equivale a

1
2

h(y, y)− f (y) = mı́n
x∈K

{
1
2

h(x, x)− f (x)

}
,

es decir, y es tal que
h(y, x − y) ≥ f (x − y),

para todo x ∈ K si y solo si

y ∈ K y
1
2

h(y, y)− f (y) = mı́n
x∈K

{
1
2

h(x, x)− f (x)

}
,

con lo cual completamos la demostración.

Al considerar el caso K = H, se tiene el siguiente resultado.

Sean H un espacio de Hilbert sobre R y h una forma bilineal acotada y
coerciva sobre H. Entonces, para todo f ∈ H∗ existe un único y ∈ H tal
que

h(y, x) = f (x),

para todo x ∈ H. Además, si h es simétrica, el elemento y está caracteriza-
do por la propiedad

y ∈ K y
1
2

h(y, y)− f (y) = mı́n
x∈K

{
1
2

h(x, x)− f (x)

}
.

TEOREMA 1.28: Teorema de Lax-Milgram

Demostración. Como H es convexo, cerrado y no vacío, por el teorema anterior,
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existe un único y ∈ H tal que

h(y, u − y) ≥ f (u − y),

para todo u ∈ H. Sea x ∈ H, se tiene que

h
(
y, (x+ y)− y

)
≥ f

(
(x+ y)− y

)
y h

(
y, (−x+ y)− y

)
≥ f ((−x+ y)− y),

es decir,
h(y, x) ≥ f (x) y − h(y, x) ≥ − f (x),

por lo tanto, h(y, x) = f (x). La segunda parte del resultado se la tiene directa-
mente del teorema anterior.
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1.5. Ejercicios propuestos

1. Identidad de la polarización. Sea E un espacio con producto interno com-
plejo, para x, y ∈ E, demostrar que

ℜ〈x, y〉 = 1
4

(
‖x + y‖2 − ‖x − y‖2),

ℑ〈x, y〉 = 1
4

(
‖x + iy‖2 − ‖x − iy‖2).

2. Sean E un espacio con producto interno complejo, T : E → E una función
lineal y acotada tal que 〈Tu, u〉 = 0 para todo u ∈ E. Entonces T = 0.

3. Demostrar que el espacio vectorial E de todas las funciones continuas de
una variable real en [−1, 1] es la suma directa del conjunto de todas las
funciones pares con el de las funciones impares en [−1, 1].

4. Sean E un espacio con producto interno, M total en E. Si 〈y, x〉 = 〈v, x〉,
para todo x ∈ M, demostrar que u = v.

5. Sean H un espacio de Hilbert y M ⊆ H. Supongamos que para v, w ∈ H

arbitrarios se cumple que

〈v, x〉 = 〈w, x〉 ∀x ∈ M

implica v = w. Demostrar que M es total en H.

6. Sean E un espacio vectorial normado, M ⊆ E. Definimos el aniquilador de
M por

Ma =
{

f ∈ E∗ : f (x) = 0, ∀x ∈ M
}

.

Demostrar que Ma es subespacio vectorial cerrado de E∗.

7. Sean H un espacio de Hilbert, ρ : H → H∗ el isomorfismo dado por el
Teorema de Representación de Riesz, M ⊆ H. Entonces ρ

(
M⊥) = Ma.

8. Sea E un espacio normado, demostrar que una forma hermitiana coerciva
define un producto escalar sobre E.

9. Demostrar que C [0, 1] con la norma ‖x‖ = máxt∈[0,1] |x(t)| no proviene
de un producto escalar.

10. Sea E un e.v. de dimensión finita. Demostrar que se puede definir un
producto interno en este espacio.
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11. Sean H un Hilbert, M ⊆ H r∅ convexo y (xn)n∈N una sucesión en M

tal que ‖xn‖ → d con d = ı́nf
x∈M

‖x‖. Mostrar que (xn)n∈N converge en H.

12. Sean H un Hilbert y M ⊆ H r∅. Demostrar que M⊥⊥ es el subespacio
cerrado más pequeño que contiene a M.

13. Sean S = {ei}i∈J1,nK un conjunto ortonormal e y ∈ span(S).

a) Calcular αi de y =
n

∑
i=1

αiei.

b) Calcular ‖y‖.

c) Supongamos que estamos trabajando en E que es un espacio con
producto interno. Sea x ∈ E, definamos y = ∑〈x, ei〉ei, si x = y + z

demostrar que y ⊥ z.

d) Determine la desigualdad de Bessel y la igualdad de Parseval.

1.6. Ejercicios resueltos

EJERCICIO 1.1. Demostrar que en un espacio con producto escalar, x ⊥ y

si y solo si ‖x + αy‖ ≥ ‖x‖ para todo α ∈ K.

Demostración. Supongamos que x ⊥ y, sea α ∈ K, se tiene que

‖x + αy‖2 = ‖x‖2 + α〈y, x〉+ α〈x, y〉+ |α|2‖y‖2,

puesto que 〈x, y〉 = 0, se tiene

‖x + αy‖2 = ‖x‖2 + |α|2‖y‖2,

y dado que |α|2‖y‖2 ≥ 0, se concluye que ‖x + αy‖ ≥ ‖x‖.

Por otro lado, supongamos que ‖x + αy‖ ≥ ‖x‖ para todo α ∈ K. Si y = 0,
se cumple directamente que x ⊥ y. Si y 6= 0, nótese que

‖x‖2 ≤ ‖x + αy‖2 = ‖x‖2 + α〈y, x〉+ α(〈x, y〉+ α‖y‖2),

para todo α ∈ K. Ahora, dado que ‖y‖ 6= 0, tomando α = −〈x, y〉
‖y‖2 , se tiene

que

‖x‖2 ≤ ‖x‖2 −
∣∣〈y, x〉

∣∣2

‖y‖2 ,
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por lo tanto, |〈y, x〉| ≤ 0, de donde, 〈y, x〉 = 0, es decir, x ⊥ y.

EJERCICIO 1.2. Sean M, N subespacios de un espacio de Hilbert H tales
que H = M ⊕ N. ¿Es cierto que N = M⊥? (Demostrar o dar un contra
ejemplo).

Solución. No es cierto, por ejemplo, sea H = R2 con el producto usual (con
el cual, dado que tiene dimensión finita, es completo, por lo tanto Hilbert),
M = span

(
(1, 0)

)
, y N = span

(
(1, 1)

)
. Se tiene que N 6= M⊥, pues

〈
(1, 0), (1, 1)

〉
= 1 6= 0,

además, para (x, y) ∈ R2,

(x, y) = y(1, 1) + (x − y)(1, 0),

y M ∩ N = {0}, es decir, H = M ⊕ N.

EJERCICIO 1.3. Sea M un conjunto convexo cerrado no vacío en un espa-
cio de Hilbert H. Demostrar que en M existe un único elemento de norma
mínima.

Demostración. Dado que M ⊆ H, es un cerrado, se tiene que es completo, por lo
tanto, utilizando el Teorema de Proyección sobre un cerrado convexo no vacío,
se tiene que para x = 0 ∈ H, existe un único y ∈ M tal que

‖x − y‖ = ı́nf
ỹ∈M

‖x − ỹ‖,

es decir,
‖y‖ = ı́nf

ỹ∈M
‖ỹ‖,

por lo tanto, existe un único elemento en M de norma mínima.

EJERCICIO 1.4. Sea (Mn)n∈N
una sucesión de conjuntos convexos, cerra-

dos, acotados, no vacíos, encajados en un espacio de Hilbert H. Demostrar
que (Mn)n∈N

posee intersección no vacía. (Sugerencia: Construir una sucesión

adecuada, suponer que no es de Cauchy y utilizando la identidad del paralelogramo, obte-

ner una contradicción).
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Demostración. Se tiene que, para cada Mn, existe xn ∈ Mn tal que minimiza la
norma en Mn. Con esto, se tiene la sucesión (xn)n∈N

que es tal que

δn = ı́nf
x̃∈Mn

‖x̃‖ = ‖xn‖.

Dado que los conjuntos son encajados y acotados, (δn)n∈N
es creciente y aco-

tada en R, por lo tanto, converge, digamos a δ.

Supongamos que la sucesión (xN)n∈N
no es de Cauchy, por lo tanto, existe

ǫ > 0 tal que para todo N ∈ N, existen n, m > N que cumplen

‖xn − xm‖ > ǫ.

Con esto, utilizando la identidad del paralelogramo, se tiene que

ǫ2

4
<

1
4
‖xn − xm‖2 =

‖xm‖2 + ‖xn‖2

2
− 1

4
‖xn + xm‖2,

es decir ∥∥∥∥
1
2

xn +
1
2

xm

∥∥∥∥
2

<
‖xm‖2 + ‖xn‖2

2
− ǫ2

4
.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que m > n, entonces Mm ⊆ Mn,
por lo tanto xn, xm ∈ Mn, y, dado que Mn es convexo, 1

2 xn +
1
2 xm ∈ Mn, por lo

tanto,

δ2
n ≤ δ2

m + δ2
n

2
− ǫ2

4
.

Tomándo el límite cuando m, n → ∞, se tiene que

δ2 ≤ δ2 − ǫ2

4
.

lo cual es imposible, por lo tanto, la sucesión es de Cauchy, y dado que el
espacio es completo, converge a un elemento x ∈ H.

Para k ∈ N, la sucesión (xn+k)n∈N
es una sucesión de elementos de Mk

convergente a x; al ser Mk, se tiene que x ∈ Mk. Por lo tanto,

x ∈
⋂

n∈N

Mn.

EJERCICIO 1.5. Sean M un subconjunto de un espacio de Hilbert H y
u, v ∈ H. Suponga que 〈u, x〉 = 〈v, x〉 para todo x ∈ M implica u = v.
Demostrar que M es total en H.
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Demostración. Sea x ∈ M⊥, se tiene que 〈x, y〉 = 0 para todo y ∈ M, por otro
lado, 〈0, y〉 = 0 para todo y ∈ M, por lo tanto,

〈x, y〉 = 〈0, y〉,

para todo y ∈ M, por lo tanto, x = 0, es decir M⊥ ⊆ {0}. Como M⊥ es un
sub-espacio vectorial, se tiene que M⊥ = {0}. De aquí, se tiene que M es un
conjunto total en H.

EJERCICIO 1.6. Sean H1, H2 espacios de Hilbert y

h : H1 × H2 → K,

una aplicación sesquilineal para la cual existe M > 0 tal que

∣∣h(x, y)
∣∣ ≤ M‖x‖1‖y‖2,

para todo x ∈ H1 y y ∈ H2. Demostrar que existe

S : H1 → H2

un operador lineal y acotado tal que

h(x, y) = 〈S(x), y〉2,

para todo x ∈ H1 y y ∈ H2, además, |h(x, y)| ≤ ‖S‖‖x‖1‖y‖2. (Sugerencia:

Construir un operador lineal adecuado y utilizar el Teorema de Representación de Riesz).

Demostración. La demostración de este resultado es la primera parte de la se-
gunda forma del Teorema de Representación de Riesz (Teorema 1.26).





NOTACIÓN

Símbolo Descripción

Ac Complemento del conjunto A.
A r B Diferencia entre el conjunto A y el conjunto B.
E× Conjunto de operadores lineales de E en sí mismo. Dual alge-

braico.
E∗ Espacio de todos los operadores lineales y continuos de E en sí

mismo. Dual topológico.
L(E, F) Espacio de todos los operadores lineales y continuos de E en F.
ER Proyección del espacio vectorial complejo, E, visto como un es-

pacio vectorial real.
int(X) Interior del espacio topológico X.
X Clausura del espacio topológico X.
B(x, r) Bola de centro x y radio r.
B(r) Bola de centro 0 y radio r.
span(M) Conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de

M.
dom( f ) Dominio de la función f .
img( f ) Imagen de la función f .
graf(T) Grafo de la aplicación lineal T.
Jm, nK Intervalo de números enteros entre m y n.
[a, b] Segmento cerrado entre a y b.
]a, b[ Segmento abierto entre a y b.
〈x, y〉 Producto interno entre x y y.
‖x‖ Norma del vector x.
x ⊥ y x es ortogonal a y.
M⊥ Complemento ortogonal de M.
T∗ Operador adjunto de A en un espacio de Hilbert.
T× Operador adjunto de A en un espacio de Banach.
Tn Composición del operador T consigo mismo n veces.
(xn)n∈N Sucesión de elementos en el espacio métrico X.
xn → x La sucesión (xn)n∈N converge a x cuando n tiende a +∞.

39
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Símbolo Descripción

lı́m xn = x El límite de la sucesión (xn)n∈N, cuando n tiende a +∞, es x.
Tx Imagen de x bajo el operador lineal T.
C(Ω) Espacio de funciones continuas definidas sobre el conjunto Ω.
C1(Ω) Espacio de funciones con una derivada continua definidas so-

bre Ω ⊆ R.
L p[a, b] Completación del espacio C [a, b] con la norma

‖u‖ =
(∫ b

a u(x)p dx
)1/p

, para 1 ≤ p < +∞.

ℓp(K) Espacio de sucesiones de elementos en K con la norma

‖u‖ =
(

∑
+∞
i=0 u

p
i

)1/p

, para 1 ≤ p < +∞.
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